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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ 

 

k  - произвольное поле; 

WU   - прямая сумма подпространств U  и W  векторного пространства V  

над k ; 

)(VT  - тензорная алгебра векторного пространства V ; 

)(gAnn  - аннуляторный идеал алгебры Лейбница g ; 

g  - лиев фактор алгебры Лейбница g , т.е. )(/= gAnngg ; 

)(gUL  - универсальная мультипликативная обертывающая алгебра алгебры 

Лейбница g ; 

)(LU  - универсальная мультипликативная обертывающая алгебра алгебры 

Ли L ; 

aa
rl ,  - универсальные операторы левого и правого умножения на a ; 

n
xxxLB ,,,

21
  - свободная алгебра Лейбница со свободными 

образующими 
n

xxx ,,,
21
 ; 

n
xxxLie ,,,

21
  - свободная алгебра Ли со свободными образующими 

n
xxx ,,,

21
 ; 

)(AAut  - группа всех автоморфизмов алгебры A  над полем k ; 

)(ATame  - группа ручных автоморфизмов свободной алгебры A ; 

)(AT  - группа треугольных автоморфизмов свободной алгебры A ; 

)(AATame  - группа почти ручных автоморфизмов свободной алгебры A ; 

)(AAT  - группа почти треугольных автоморфизмов свободной алгебры A ; 

)(kGL
n

 - общая линейная группа порядка n  над k . 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность исследования. Линейное пространство g  над полем k , 

снабженное билинейной операцией ],[ yx , называется  алгеброй Лейбница, если 

для любых gzyx ,,  выполняется тождество Лейбница   

 

 ].],,[[]],,[[=]],[,[ yzxzyxzyx   

 

Кроме того, если в алгебре g  выполняется тождество кососимметричности   

 

 ,0,=],[ gxxx   

 

тогда тождество Лейбница превращается в тождество Якоби и g  становится 

алгеброй Ли. В общем случае класс алгебр Лейбница расширяет класс алгебр Ли и 

алгебры Лейбница часто называют "некоммутативными алгебрами Ли". 

Алгебры Лейбница впервые появились в 1965 году в работе А. Блоха [1] под 

названием D - алгебр. Позже эти алгебры возникли в работе Ж.-Л. Лодея и             

Д. Куиллена (J.-L. Loday, D. Quillen) [2] при изучении свойств циклических 

гомологий и гомологий Хохшильда алгебр матриц и позже были введены                

Ж.-Л. Лодеем как некоммутативные алгебры Ли [3]. В настоящее время алгебры 

Лейбница активно исследу ются многими математиками Франции, Германии, 

России, Италии, Канады, Казахстана, США и т.д. 

Работы Ж.-Л. Лодей и Т. Пирашвили (J.-L. Loday, T. Pirashvili) [4],                

А.А. Михалева, У.У. Умирбаева [5] показали возможность построения интересной 

комбинаторной теории свободных алгебр Лейбница. В работе Ж.-Л. Лодей и         

Т. Пирашвили [4] построен простой базис свободной алгебры Лейбница. Этот 

базис, состоящий из всех правонормированных слов, выглядит гораздо проще, чем 

известные базисы Холла-Ширшова [6] свободных алгебр Ли. 

Многообразия алгебр, в которых подалгебры свободных алгебр свободны, 

называются  шрайеровыми. Известно, что многообразия всех (неассоциативных) 

алгебр [7], коммутативных и антикоммутативных алгебр [8], алгебр Ли [9 - 10] и 

алгебр с нулевым умножением являются шрайеровыми. Многообразие алгебр 

Лейбница не является шрайеровым. Тем не менее, А.А. Михалев, У.У. Умирбаев 

[5] доказали финитную отделимость подалгебр свободных алгебр Лейбница, 

откуда следует разрешимость проблемы вхождения для свободных алгебр 

Лейбница. Там же доказано, что алгебры Лейбница обладают свойством 

дифференциальной отделимости подалгебр. 

Свободное произведение является одним из самых важных конструкций в 

теории групп. Свободное произведение алгебр Ли впервые было изучено           

А.И. Ширшовым [11]. В частности, он описал линейный базис свободного 
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произведения двух алгебр Ли. 

Исследование проблемы вхождения для свободных алгебр имеет особое 

значение, так как оно связано с исследованием производных Фокса, гипотезы 

Якобиана и исследованием ручных и диких автоморфизмов свободных алгебр 

конечного ранга. Напомним, что разрешимость проблемы вхождения для 

свободных алгебр Ли вытекает из теоремы А.И. Ширшова [9] о подалгебрах 

свободных алгебр Ли. М.В. Зайцев [12] доказал, что проблема вхождения для 

свободных метабелевых алгебр Ли разрешима. Неразрешимость проблемы 

вхождения для свободных разрешимых алгебр Ли ступени разрешимости 3  

доказана У.У. Умирбаевым [13]. А.Т. Абдыхалыков [14] доказал неразрешимость 

проблемы вхождения для свободных разрешимых алгебр Лейбница ступени 

разрешимости 3 . 

Автоморфизмы описывают все симметрии алгебраического объекта и 

связанных с ним геометрических объектов. Поэтому исследование группы 

автоморфизмов алгебраических систем и геометрических многообразий является 

одним из важных и перспективных задач современной математики. Свободные 

алгебры обладают довольно богатой группой ручных автоморфизмов. Вопрос о 

существовании диких автоморфизмов является весьма трудным. 

В 1942 году Х.В.Е. Юнг (H.W.E. Jung) доказал [15], что автоморфизмы 

алгебры многочленов ],[ yxk  от двух переменных над полем характеристики 0  

являются ручными. В 1953 году В. ван дер Калк (W.van der Kulk) [16] обобщил 

этот результат для случая произвольной характеристики. В работах А. Чернякевич 

(A.J. Czerniakiewicz) [17] и Л. Макар-Лиманова [18] доказано, что автоморфизмы 

свободных ассоциативных алгебр с двумя порождающими являются ручными. 

Более того, они доказали, что группа автоморфизмов свободной ассоциативной 

алгебры yxk ,  от двух порождающих изоморфна группе автоморфизмов алгебры 

многочленов ],[ yxk  от двух переменных. В работе [19] доказано, что 

автоморфизмы двупорожденных свободных алгебр Пуассона над полем 

характеристики 0  являются ручными и группа автоморфизмов этой алгебры также 

изоморфна группе автоморфизмов алгебры многочленов ],[ yxk . В работах             

И.П. Шестакова и У.У. Умирбаева [20-23] доказано, что автоморфизм Нагаты [24]   

 

 ),)()2(,)((= 2222 zzyzxxyzxyzyzxx   

 

алгебры многочленов ],,[ zyxk  над полем характеристики 0  является диким. 

Также У.У. Умирбаевым [25] было доказано, что автоморфизм Аника [26]   

 

 ),)(),((= zzzyxzyzyxzzx   
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свободной ассоциативной алгебры zyxk ,,  над полем характеристики 0  является 

диким. Автоморфизмы Нагаты и Аника становятся ручными после добавления 

одной новой переменной, т.е. являются стабильно ручными [27]. 

В 1964 году П. Кон (P. Cohn) [26] доказал, что автоморфизмы конечно 

порожденных свободных алгебр Ли являются ручными. В случае алгебр 

Лейбница, А.Т. Абдыхалыков, А.А. Михалев, У.У. Умирбаев [28] обнаружили, что 

автоморфизм   

 

 )],],,[[(= 21221 xxxxx   

 

свободной алгебры Лейбница от двух порождающих является диким. Ввиду 

вышесказанного становится актуальным вопрос о строении подалгебр свободных 

алгебр Лейбница и о порождающих группы автоморфизмов свободных алгебр 

Лейбница конечного ранга. 

Цель работы. Данная работа посвящена исследованию автоморфизмов 

двупорожденных свободных алгебр Лейбница, а также исследованию структуры 

подалгебр свободных алгебр Лейбница. 

Методы исследования. В работе используются методы и результаты теории 

колец и групп, структурной и комбинаторной теории алгебр Ли. 

Основные результаты. Основные результаты диссертационного 

исследования заключаются в следующем:   

- доказано, что правые идеалы свободных алгебр Лейбница, порожденные 

любым подмножеством множества свободных порождающих этой алгебры, 

являются свободными алгебрами Лейбница;  

- построен линейный базис свободного произведения двух алгебр Лейбница;  

- доказана неразрешимость проблемы вхождения для свободного 

произведения произвольной ненулевой алгебры Лейбница и свободной 

метабелевой алгебры Ли достаточно большого ранга;  

- получено представление группы ручных автоморфизмов свободных алгебр 

Лейбница от двух порождающих в виде свободного произведения;  

- описана структура почти элементарных автоморфизмов свободной алгебры 

Лейбница;  

- доказано, что почти ручные автоморфизмы свободной алгебры Лейбница 

являются 2 - стабильно ручными;  

- получено представление группы почти ручных автоморфизмов свободных 

алгебр Лейбница от двух порождающих в виде свободного произведения;  

- построен пример не почти ручного автоморфизма свободной алгебры 

Лейбница от двух порождающих. 
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Научная новизна. Все основные результаты работы являются новыми. 

Теоретическая и практическая значимость. Работа имеет теоретическое 

значение. Результаты и методы диссертации могут быть использованы для 

дальнейшего исследования алгебр Лейбница и свободных алгебр, а также при 

исследовании автоморфизмов свободных алгебр. 

Апробация полученных результатов. Результаты диссертации 

докладывались: 

- на алгебраических семинарах кафедры алгебры и геометрии Евразийского 

национального университета им. Л.Н. Гумилева (Астана, 2008-2011гг.); 

- на Французско - Казахстанской конференции по теории моделей и алгебре 

(Астана, 18-22 июля 2005 г.); 

- на 10 - ой Межвузовской конференции по математике и механике (Алматы, 

2004 г.); 

- на алгебраическом семинаре Математического факультета университета 

Уейн (Детройт, США, апрель 2009 г., март 2010 г.) 

- на Международной научной конференции студентов, магистрантов и 

молодых ученых "Ломоносов - 2011" (Астана, 8 - 9 апреля 2011 г.); 

- на Международной научно-практической конференции "Валихановские 

чтения-15" (Кокшетау, 21 - 24 апреля 2011 г.); 

- на четвертом конгрессе Международных математических обществ 

Тюркского Мира (Баку, Азербайжан, 1 - 3 июля 2011 г.). 

Публикации. Основные результаты по теме диссертации опубликованы в 

форме статей в отечественных и зарубежных журналах, а также в материалах 

Международных конференций. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения и трех 

разделов. Общий объем диссертации составляет 55 страниц. Список литературы, 

приведенный в конце работы, содержит 47 наименований. 

В первом разделе приведены основные определения и собраны сведения, 

необходимые для дальнейшей работы. 

В подразделе 1.1 приведена конструкция свободной алгебры Лейбница и в 

подразделе 1.2 приведена конструкция универсальной мультипликативной 

обертывающей алгебры из работы [4]. 

В подразделе 1.3 приведены определения и теоремы о свободных 

произведениях в группах и в алгебрах Ли из [29;11]. 

Во втором разделе рассмотрены подалгебры свободных алгебр Лейбница и 

свободное произведение алгебр Лейбница. В случае алгебр Ли подалгебры 

свободных алгебр Ли свободны [9]. Аналог этой теоремы для свободных алгебр 

Лейбница неверен. Например, подалгебра свободной алгебры xLB , порожденная 
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элементами ]],,[[],,[ xxxxx , является двумерной абелевой, т.е. не является 

свободной. 

Для любой алгебры Лейбница g  через )(gUL  будем обозначать 

универсальную обертывающую алгебру алгебры g , а через )(gAnn  обозначим 

идеал алгебры ,g  порожденный всеми элементами ],[ xx , где gx . Идеал )(gAnn  

называется аннуляторным идеалом алгебры g . Через 
k

fff ,,,
21
  будем 

обозначать подалгебру алгебры g , порожденную ,gf
i
    .1 ki   

Для любого X  через XLB  и XLie  будем обозначать свободную алгебру 

Лейбница и свободную алгебру Ли со свободным множеством порождающих X , 

соответственно. Если },,,,{=
21


n

xxxX , то будем писать также 

 ,,,,
21 n

xxxLB  и  ,,,,
21 n

xxxLie . 

 

Характеризацию свободных алгебр Лейбница дает следующая 

 

Лемма 2.1  Пусть g  - алгебра Лейбница, порожденная элементами .,,,
21 n

zzz   

Тогда g  является свободной алгеброй Лейбница со свободными порождающими 

n
zzz ,,,

21
  в том и только в том случае, если выполняются следующие условия: 

   1)  ;,,,=)(/= 21 nzzzLiegAnngg    

   2) ).()()(=
21

gUzgUzgUzg
n

    

 

В подразделе 2.1 доказана также 

 

Теорема 2.1  Пусть X  - произвольное множество переменных и XY  . Тогда 

правый идеал свободной алгебры Лейбница ,XLB  порожденный множеством ,Y  

является свободной алгеброй Лейбница. 

 

В подразделе 2.2 исследованы свободные произведения алгебр Лейбница. 

Напомним, что алгебра Лейбница C  называется  свободным произведением 

алгебр Лейбница A  и B , если имеется пара гомоморфизмов CA:  и 

CB:  такая, что для любой алгебры Лейбница L  и для любой пары 

гомоморфизмов LA :  и LB :  существует единственный гомоморфизм 

LC :  такой, что  =  и  = . В этом случае мы пишем BAC =  и  , 

  назовем  каноническими гомоморфизмами. 

Пусть A  - алгебра Лейбница. Тогда )(/= AAnnAA  является алгеброй Ли, где 

)(AAnn  аннуляторный идеал алгебры A . Линейный базис )()(=)( 10 AsAsAs   

алгебры Лейбница A  называется  специальным базисом, если )(
1

As  является 
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линейным базисом )(AAnn  и )(As  снабжен линейным порядком   таким, что 

yx <  для любого )(),( 01 AsyAsx  . Заметим что, если )(As  является 

специальным базисом алгебры A , то )}(|{=)(
00

AsxxAs   является линейным 

базисом алгебры Ли A . 

Пусть A  и B  - произвольные алгебры Лейбница над полем k  и пусть 

)()(=)(
10

AsAsAs  , )()(=)(
10

BsBsBs   - специальные базисы алгебр A  и B  

соответственно. 

Рассмотрим алфавит )()( BsAs  . Будем говорить, что )()(, BsAsyx    не 

сравнимые, если x  и y  оба не принадлежат одному и тому же множеству )(As  

или )(Bs . Неассоциативное слово вида   

 

 0,],,],],,[[[
21

kxxxx
k
iiii   

 

с правонормированной расстановкой скобок в алфавите )()( BsAs   называется  

специальным, если )()(
00

BsAsx
j

i
  для всех kj 1 , 

i
x  и 

1
i

x  не являются 

сравнимыми, и для всех kj <1  элементы 
1j

i
x  и 

j
i

x  не являются сравнимыми 

или 
j

i
j

i
xx 

1
. 

Линейный базис свободного произведения двух алгебр Лейбница описывает 

 

Теорема 2.2  Пусть A  и B  - произвольные алгебры Лейбница над полем k  и 

)()(=)(
10

AsAsAs  , )()(=)(
10

BsBsBs   их специальные базисы, соответственно. 

Множество всех специальных слов в алфавите )()( BsAs   составляет линейный 

базис свободного произведения BA . 

 

Напомним, что проблема вхождения (в конечно порожденные подалгебры) 

разрешима для алгебры A , если существует эффективная процедура, 

определяющая для любого элемента Aa  и для любой конечно порожденной 

подалгебры B  алгебры A  принадлежит ли элемент a  подалгебре B  или нет. В 

противном случае говорят, что проблема вхождения для алгебры A  неразрешима. 

К.А. Михайловой [30] было доказано, что если двух группах разрешима 

проблема вхождения, то она разрешима и в их свободном произведении. Аналог 

этого результата неверен для алгебр Ли. В 1993 году У.У. Умирбаев [13] доказал 

неразрешимость проблемы вхождения для свободного произведения одномерной 

алгебры Ли и свободной метабелевой алгебры Ли достаточно большого ранга. 

Условие о ранге связано с интерпретатацией машин Минского. Как отмечено 

выше, разрешимость проблемы вхождения для свободных метабелевых алгебр Ли 

доказана М.В. Зайцевым [12]. В подразделе 2.2 используя результаты и методы 
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работы [13], доказана следующая 

 

Теорема 2.3  Пусть A - произвольная ненулевая алгебра Лейбница и L - свободная 

метабелева алгебра Ли достаточно большого ранга. Тогда проблема вхождения в 

подалгебры для свободного произведения LA  алгоритмически неразрешима. 

 

Третий раздел посвещен исследованию автоморфизмов свободных алгебр 

Лейбница. Вопрос о существовании диких автоморфизмов конечно порожденных 

свободных алгебр всегда представляется очень интересным и сложным. 

Пусть M - некоторое многообразие линейных алгебр над полем k  и 

n
xxxk ,,,=

21


M
  - свободная алгебра этого многообразия со свободными 

порождающими .,,,
21 n

xxx   Автоморфизм   алгебры   называется  

элементарным, если найдется i  такое, что   

 

 ,0),,,,,,(=)(
111

kxxxxfxx
niiii




   

   

 .1,,=)( njijxx
jj

  

 

 Автоморфизм   алгебры   называется ручным, если он является 

произведением элементарных автоморфизмов. Не ручные автоморфизмы 

называются  дикими. 

Х. Юнг [15] и В. ван дер Калк [16] доказали, что автоморфизмы алгебры 

многочленов ],[ yxk  от двух переменных yx,  над полем k  являются ручными. 

Другими словами, группа ]),[( yxkAut  порождается подгруппами A  аффинных 

автоморфизмов   

 

 ,,,,),,(=
1221222111

babakcbacybxacybxa
iii

  

 

и B  треугольных автоморфизмов   

 

 ].[)(,,,,0),),((=
11

ykyhkbkbabbyyhax   

 

Более того, группа ]),[( yxkAut  представляется в виде  

  

 ,=]),[( BAyxkAut
C
  

 

где BA
C
  - свободное произведение подгрупп A  и B  с объединенной 

подгруппой BAC =  [16]. 

Группу )(kGL
n

 как обычно, отождествляем с группой линейных 
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автоморфизмов. 

В подразделе 3.1 доказана следующая 

 

Теорема 3.1  Пусть yxLBA ,=  - свободная алгебра Лейбница от двух 

переменных. Группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Лейбница A  

является свободным произведением подгрупп линейных автоморфизмов )(
2

kGL  и 

треугольных автоморфизмов )(AT  с объединенной подгруппой 

)()(=
2

ATkGLC  , т.е.  

 

 )()(=)(
2

ATkGLATame
C
 .  

 

Почти элементарные автоморфизмы встречались в работе [31] при изучении 

автоморфизмов свободных метабелевых групп от трех порождающих. 

Пусть 
n

xxxLB ,,,=
21
  - свободная алгебра Лейбница со свободными 

образующими 
n

xxx ,,,
21
 . Через 

r
  обозначим правый идеал алгебры ,  

порожденный элементами вида .1, rix
i

  Следующая лемма дает описание 

почти элементарных автоморфизмов свободной алгебры Лейбница   

 

Лемма 3.5  Пусть   - эндоморфизм алгебры   такой, что 
ii

xx =)(  при 1 ni  и 

fx
n

=)( . Тогда   является автоморфизмом алгебры   тогда и только тогда, 

когда  

 

 hgxf
n

=   

 

где ,0 k    ,,,
121


n
xxxg    )(

1


n
Annh . 

 

Автоморфизм   алгебры   назовем  k  - стабильно ручным, если 

автоморфизм   алгебры ,,,,,,,,
2121


kn

yyyxxxLB   определенный правилом 

),(=)(
ii

xx   
jj

yy =)(  для всех ,, ji  является ручным. 

В подразделе 3.2 доказана следующая 

 

Теорема 3.2  Любой почти ручной автоморфизм свободной алгебры Лейбница 

конечного ранга является 2 - стабильно ручным. 

 

Аналог теоремы 3.1 для группы почти ручных автоморфизмов 

двупорожденной свободной алгебры Лейбница доказан в подразделе 3.3. 

 

Теорема 3.3  Пусть yxLBA ,=  - свободная алгебра Лейбница от двух 
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переменных. Группа почти ручных автоморфизмов свободной алгебры Лейбница 

A  является свободным произведением подгрупп линейных автоморфизмов 

)(
2

kGL  и почти треугольных автоморфизмов )(AAT  с объединенной подгруппой 

)()(=
2

AATkGLH  , т.е.   

 

 ).()(=)(
2

AATkGLAATame
H
  

 

В подразделе 3.4 построен пример не почти ручного автоморфизма 

свободных алгебр Лейбница от двух переменных. Изучение автоморфизмов 

свободных алгебр тесно связано с изучением локально-нильпотентных 

дифференцирований. Напомним, что дифференцирование   алгебры A  

называется локально-нильпотентным, если для любого Aa  существует 

натуральное число )(= ann  такое, что 0=)(an . 

Рассмотрим дифференцирование   двупорожденной свободной алгебры 

Лейбница A , определяемое правилом   

 

 ,=)(,=)( gyfx   

где   

 ]]],],,[[],],,[[[[]]],],,[[],,[[[= xxxyxxyxxxyxxf   

 

                 ]].],,[[],],,[[[]]],,[[],,[[= xxyxxyxxyxxg   

 

Заметим, что )(, AAnngf   и ],[= xgf . Несложно показать, что f  и g  

ненулевые элементы и 7=deg f , 6=deg g . Прямые вычисления дают 0=)(2 x  и 

0=)(2 y , т.е.,   является локально - нильпотентным. Кроме того, 0=2  

поскольку )(, AAnngf  . Следовательно,   

 

 ),(==)(exp= gyfxid   

 

является автоморфизмом алгебры A . 

 

Теорема 3.4  Автоморфизм   двупорожденной свободной алгебры Лейбница 

yxLBA ,=  не является почти ручным. 

 

Автор глубоко признателен своему научному руководителю профессору 

Умирбаеву Уалбаю Утмаханбетовичу за постановку задач, неоценимую помощь 

при работе над диссертацией и поддержку, а также выражает благодарность 

своему научному консультанту профессору Л. Макар-Лиманову за полезные 

советы при работе над диссертацией. 
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1  ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

  

В этом разделе приведены основные определения, обозначения и собраны 

сведения, необходимые для дальнейшей работы. В подразделе 1.1 изложена 

конструкция свободной алгебры Лейбница. В подразделе 1.2 изложена 

конструкция универсальной мультипликативной обертывающей алгебры алгебр 

Лейбница. В подразделе 1.3 приведены некоторые определения и теоремы о 

свободных произведениях в группах и в алгебрах Ли из [29;11]. 

 

1.1  Некоторые конструкции алгебры Лейбница 

Векторное пространство g  над полем ,k  снабженное билинейной операцией   

 

 ggg  :],[  

 

называется алгеброй Лейбница, если выполняется тождество Лейбница 

 

 ].],,[[]],,[[=]],[,[ yzxzyxzyx    (1.1) 

 

Для любой алгебры Лейбница g  через )(gAnn  будем обозначать идеал 

алгебры ,g  порожденный всеми элементами ],[ xx , где gx . Идеал )(gAnn  

называется аннуляторным идеалом алгебры g . Действительно, из тождества (1.1) 

легко выводится равенство   

 

 0,=)](,[ gAnng  

 

что и оправдывает название идеала )(gAnn . 

Алгебра Лейбница g  является алгеброй Ли, если выполняется условие  

  

 .0,=],[ gxxx   

 

Заметим, что из этого условия следует тождество кососимметричности:  

  

 0.=],[],[ xyyx   

 

Тогда тождество Лейбница превращается в тождеству Якоби. Таким образом, 

любая алгебра Ли является алгеброй Лейбница. 

Напомним, что алгебра   называется  свободной алгеброй Лейбница со 

свободным множеством порождающих  
n

xxxX ,,,=
21

, если выполняются 

следующие два условия:   
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1) алгебра   порождается (как алгебра Лейбница) множеством X ;  

2) для  любой  алгебры  Лейбница  B   и для   любого  отображени BX :  

существует единственный гомоморфизм B:  такой, что  =|
X

.  

 

Пусть V  - произвольное векторное пространство над полем k . Напомним, 

что тензорной алгеброй векторного пространства V  называется алгебра  

  

 ,1=)( 2    nVVVkVT  

 

снабженная умножением 

  

 ,= )( jiVvuvu   

 

где iVu  , jVv  . Заметим, что )(VT  является свободной ассоциативной 

алгеброй над V . 

  

Лемма 1.1  Пространство    nVVVVT 2=)(  с бинарной операцией 

],[  , определенной индуктивно (по длине второй компоненты) по правилам  

  

 ,),(,=],[ VvVTxvxvx   

   

 VvVTyxyvxvyxvyx  ),(,],,[],[=],[  

 

является свободной алгеброй Лейбница над V .   

 

Если множество X  составляет базис пространства V , то )(VT  становится 

свободной алгеброй Лейбница со свободным множеством порождающих X . 

  

Следствие 1.1  Пусть XLB=  - свободная алгебра Лейбница со свободным 

множеством порождающих  .,,,,=
21


n

xxxX  Тогда базис алгебры   

составляют все правонормированные слова в алфавите X , т.е. слова вида   

 

 ].],],,[[[
321 k

iiii
xxxx   

   

Доказательство леммы 1.1  и его следствия 1.1 можно найти в работе [4]. 
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1.2 Базис универсальной мультипликативной обертывающей алгебры 

Напомним, что векторное пространство L  над полем ,k  снабженное 

билинейной операцией ],[ yx  называется алгеброй Ли, если выполняются 

тождество:  

  

 0,=],[ xx  

   

 0.=]],,[[]],,[[]],,[[ yxzxzyzyx   

 

Пусть A - ассоциативная алгебра над полем k . В алгебре A  определим 

операцию ],[   положив   

 

 .,,=],[ Ayxyxxyyx   

 

 Элемент ],[ yx  алгебры A  называется  коммутатором элементов x  и y . 

Через )(A  обозначим коммутаторную алгебру Ли  [6] ассоциативной алгебры A . 

Пусть L  - алгебра Ли. Ассоциативная алгебра )(= LUU  с единицей 

называется универсальной обертывающей для алгебры L , если   

1)  существует гомоморфизм алгебр Ли )(: UL ;  

2)  для любой ассоциативной алгебры B  с единицей и для любого 

гомоморфизма )(:  BL  существует единственный гомоморфизм BU :  

ассоциативных алгебр с единицей такой, что  = .  

  

Теорема 1.1 (Пуанкаре-Биркгоф-Витт). Пусть L  - алгебра Ли и 
n

xxx ,,,
21
  - базис 

пространства L . Тогда ассоциативные слова вида   

 

 ,,
21

21
n

n
iii

iiixxx    

 

образуют базис универсальной обертывающей алгебры )(LU .   

 

Пусть g  - произвольная алгебра Лейбница и M  - произвольный                   

g -бимодуль, т.е. определены билинейные отображения   

 

],,[),(, xmxmMgM   

 

],,[),(, mxmxMMg   
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где gхMm  , . Пространство Mg   превращается в алгебру относительно 

умножения   

 

 ].,[],[],[=],[
2121212211

xmmxxxmxmx   

 

 где .,,,
2121

Mmmgxx   Напомним, что g -бимодуль M  называется 

лейбницевым g -бимодулем, если алгебра Mg   является алгеброй Лейбница. 

Следовательно, g -бимодуль M  является лейбницевым тогда и только тогда, 

когда для всех Mm  и gyx ,  выполняются равенства   

 

 ],],,[[]],,[[=]],[,[ xymyxmyxm   

   

 ],],,[[]],,[[=]],[,[ myxymxymx   

   

 ].],,[[]],,[[=]],[,[ ymxmyxmyx   

 

Известно [32], что универсальные операторы правого и левого умножения 

aa
lr , , где ga , определяют действия   

 

 ]),[=(: xmrmMMr
xx

  

   

 ]),[=(: mxlmMMl
xx

  (1.2) 

 

на любом лейбницевым модуле M . Тогда определяющие соотношения                

g -бимодуля можно записывать в виде   

 

 ,=
],[ xyyxyx

rrrrr   (1.3) 

   

 ,=
],[ xyyxyx

lrrll   (1.4) 

   

 .=
],[ yxxyyx

rllll   (1.5) 

 

Из двух последних соотношений следует, что   

 

 0.=)(
abb

llr   (1.6) 

 

 

Через )(gUL  обозначим универсальную мултипликативную обертывающую 
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алгебру алгебры g . По определению [32], универсальная мультипликативная 

обертывающая алгебра  )(gUL   алгебры Лейбница g  является ассоциативной 

алгеброй  с  единицей  с  порождающими  }|{ gxr
x

 , }|{ gxl
x

  и 

определяющими соотношениями (1.3) - (1.5).  В [32] доказано,  что любой  правый 

)(gUL  - модуль M  превращается согласно (1.2) в лейбницевый g -бимодуль, и 

обратно, любой лейбницевый g -бимодуль M  превращается в правый )(gUL  

модуль, т.е. категории правых )(gUL  модулей и лейбницевых g -бимодулей 

эквивалентны. 

Легко проверить, что если )(gAnnx , то 0=
x

r  . Следовательно, )(gAnn  

является правым идеалом алгебры g , порожденным всеми элементами ],[ xx , где 

gx . Фактор алгебра )(/= gAnngg  является наибольшим лиев гомоморфным 

образом алгебры g . Образ элемента gx  в g  будем обозначать через x  . Через 

)(gU  обозначим универсальную ассоциативную обертывающую алгебру алгебры 

Ли g . 

Пусть 0A  - базис пространства )(gAnn . Дополним это множество до базиса 
0AA  пространства g . Тогда  gaaA |=  составляет базис пространства g . 

Согласно теореме Пуанкаре - Биркгофа - Витта алгебра )(gU  имеет базис, 

состоящий из слов вида   

 

 ,...= 21 naaaw  

 

 где ....,1,
21 ni

aaaniAa   Следующее утверждение доказано [4;5].  

 

Следствие 1.2  Слова вида   

 

 ,
21 n

aaax
rrrl   

 

где 0AAx   составляют базис алгебры )(gUL . 

 

 1.3  Свободное произведение в группах и в алгебрах Ли 

 Свободным произведением групп 
1

G  и 
2

G  называется группа ,*= 21 GGG  

удовлетворяющая следующим двум условиям:   

 (a) 
1

G  и 
2

G  являются подгруппами группы G , 1=
21

GG   и G  порождается 

этими подгруппами;  

(b) Любые гомоморфизмы AG 
1

 и BG 
2

 в подгруппы A  и B  
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произвольной группы H  однозначно продолжаются до гомоморфизма HG  .  

Группы 
1

G  и 
2

G  называются  свободными множителями группы 
21

GG  . 

Аналогично может быть определено свободное произведение произвольного 

количества групп. На языке порождающих и определяющих соотношений группа 

21
*GG  определяется следующим способом:   

(a) 
21

GG   порождается множествами 
1

G , 
2

G  и 1=
21

GG  ;  

(b) определяющие соотношения группы 
21

GG   состоят только из 

определяющих соотношений групп 
1

G  и 
2

G  .  

Более общим является понятие свободного произведения с объединенной 

подгруппой. Пусть G  группа, 
210

,, GGG  подгруппы группы G , причем 

210
= GGG  . Группа G  называется  свободным произведением подгрупп 

1
G  и 

2
G  с 

объединенной подгруппой 
0

G , если   

(a) G  порождается подгруппами 
1

G  и 
2

G ;  

(b)  определяющие соотношения группы G  состоят только из определяющих 

соотношений подгрупп 
1

G  и 
2

G .  

 В этом случае пишем 
2

0
1

= GGG
G
 . Очевидно, если 1=

0
G , то 

21
= GGG  . 

Следующая классическая теорема описывает структуру элементов 

свободных произведений групп  [29].   

 

Теорема 1.2  Пусть 1S  - система левых представителей 1G  по 0G , 2S  - система 

левых представителей 2G  по 0G . Тогда группа G  является свободным 

произведением подгрупп 
1

G  и 
2

G  с объединенной подгруппой 0G  в том и только в 

том случае, когда каждый Gg  однозначно представляется в виде   

 

 cggg
k

...=
1

 

 

 где 
21

SSg
i

 , ki 1,...,= , 
1

,
ii

gg  одновременно не принадлежат 
1

S  или 
2

S , 

0
Gc .   

 

Следствие 1.3  Пусть 
1

G  и 
2

G  подгруппы группы G  и 1=
21

GG  , и пусть 

каждый элемент из G  однозначно представляется в виде произведения   

 

 ,=
21 n

gggg   

 

где 1,
i

g  
i

g  лежит в 
1

G  или в 
2

G  и 
i

g , 
1i

g  не лежат одновременно в 
1

G  или в 
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2
G . Тогда G  является свободным произведением групп 

1
G  и 

2
G .   

 

Представление свободного произведения на языке порождающих и 

определяющих соотношений позволят легко определить свободные произведения 

для любых многообразий алгебр. Однако не всегда удается получить такие 

структурные теоремы как в случае групп. В 1962 году А.И. Ширшов [11] изучил 

свободные произведения в многообразии алгебр Ли и построил базис свободного 

произведения алгебр Ли. Алгебра Ли L  называется  свободным произведением 

подалгебр 
1

L  и 
2

L , если   

(a) L  порождается подалгебрами 
1

L  и 
2

L  и 0=
21

LL  ;  

(b)  определяющие соотношения алгебры L  состоят только из определяющих 

соотношений подалгебр 
1

L  и 
2

L .  

Пусть 
1

L , 
2

L  - произвольные алгебры Ли и пусть L  - их свободное 

произведение в многообразии алгебр Ли. Выберем линейные базисы 
1

X  и 
2

X  

алгебр 
1

L  и 
2

L , соответственно. Положим 
21

= XXX  . Рассмотрим свободную 

алгебру Ли G  со свободным множеством порождающих X . Имеется очевидный 

гомоморфизм LG  тождественный на X . Выберем линейный порядок   на X  

такой, что 
21

< xx  для любых 
11

Xx  , 
22

Xx  . Выберем линейный базис B  

(Холла-Ширшова [33] или Ширшова-Линдона [34]) свободной алгебры Ли G . 

Базисное слово Bw  назовем особым, если оно не содержит подслово вида 

],[
12

xx , где 
121

, Xxx   или 
221

, Xxx   (операция умножения в алгебре G  

обозначена коммутатором). 

 

В работе [11] доказана следующая   

 

Теорема 1.3  Образы особых слов образуют базу алгебры L .   

 

В случае алгебр Лейбница следует начать с точного формального 

определения. Алгебра Лейбница C  называется  свободным произведением алгебр 

Лейбница A  и B , если имеется пара гомоморфизмов CA:  и CB:  такая, 

что для любой алгебры Лейбница L  и для любой пары гомоморфизмов LA :  

и LB  :  существует единственный гомоморфизм LC :  такой, что 

 =  и  = . В этом случае мы пишем BAC =  и  ,  назовем  

каноническими гомоморфизмами. 
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2 ПОДАЛГЕБРЫ СВОБОДНЫХ АЛГЕБР ЛЕЙБНИЦА И 

СВОБОДНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ АЛГЕБР ЛЕЙБНИЦА 

 

В этом разделе рассмотрены свободные подалгебры и свободное 

произведение алгебр Лейбница. В работе [35] доказано, что двупорожденные 

подалгебры свободных правосимметричных алгебр свободны. В случае алгебр Ли 

подалгебры свободных алгебр Ли свободны [34]. Аналог этой теоремы для 

свободных алгебр Лейбница неверен. Например, подалгебра свободной алгебры 

,XLB  порожденная элементами ],],,[[],,[ xxxxx  является двумерной абелевой, 

т.е. не является свободной. В подразделе 2.1 мы опишем некоторые свободные 

подалгебры свободных алгебр Лейбница. 

Свободное произведение является одним из самых важных конструкций в 

теории групп. К.А. Михайловой [30] было доказано, что если две группы имеют 

разрешимую проблему вхождения, то их свободное произведение также имеет 

разрешимую проблему вхождения. Свободное произведение алгебр Ли впервые 

было изучено А.И. Ширшовым [11], который построил базис свободного 

произведения алгебр Ли. Аналог теоремы К.А. Михайловой [30] для алгебр Ли 

оказался неверным. У.У. Умирбаев [13] доказал неразрешимость проблемы 

вхождения для свободного произведения одномерной алгебры Ли и свободной 

метабелевой алгебры Ли достаточно большого ранга. Напомним, что проблема 

вхождения для свободных метабелевых алгебр Ли разрешима [12]. 

В подразделе 2.2 описан линейный базис свободного произведения BA  

двух алгебр Лейбница A  и B  в многообразии алгебр Лейбница. Доказано, что 

проблема вхождения неразрешима для свободного произведения произвольной 

ненулевой алгебры Лейбница и свободной метабелевой алгебры Ли достаточно 

большого ранга. Таким образом, существуют алгебры Лейбница A  и B  с 

разрешимой проблемой вхождения такие, что BA  имеет неразрешимую 

проблему вхождения. 

 

2.1 Некоторые свободные подалгебры свободных алгебр Лейбница 

Пусть >,,,<=
21 n

xxxLB   - свободная алгебра Лейбница со свободными 

образующими 
n

xxx ,,,
21
 . Известно, что базис алгебры   состоит [4] из слов вида   

 

 ].,],],,[[[
321 k

iiii
xxxx   (2.1) 

 

В этом случае )(/=  AnnL  является свободной алгеброй Ли и свободные 

образующие этой алгебры будем обозначать через 
n

yyy ,,,
21
 . Хорошо известно 

[34], что )(LU  является свободной ассоциативной алгеброй от переменных 

n
yyy ,,,

21
 . Заметим, что   
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 ),()()(=
21

LUxLUxLUx
n

   (2.2) 

 

т.е.   является свободным правым )(LU -модулем с базой 
n

xxx ,,,
21
 . 

Напомним, что 
n

zzzLie ,,,
21
  обозначает свободную алгебру Ли от 

свободных порождающих 
n

zzz ,,,
21
 . 

 

Характеризацию свободных алгебр Лейбница дает следующая   

 

Лемма 2.1  Пусть g  - алгебра Лейбница, порожденная элементами .,,,
21 n

zzz   

Тогда g  является свободной алгеброй Лейбница со свободными порождающими 

n
zzz ,,,

21
  если и только если выполняются следующие условия:   

1. >;,,,<=)(/=
21 n

zzzLiegAnngg    

2. ).()()(=
21

gUzgUzgUzg
n

    

 

 Доказательство.  Необходимость условий 1, 2 замечена выше. Если 

выполнены условия 1, 2, то очевидно, базис g  состоит из слов вида  

 

 ].,],],,[[[
321 k

iiii
zzzz    

 

Рассмотрим гомоморфизм gxxxLB
n

 >,,,<=:
21
  такой, что ,=)(

ii
zx   

.1 ni   Cравнивая базис (2.1) алгебры   и базис алгебры g  заключаем, что   - 

изоморфизм. □ 

 

Через 
r

  обозначим правый идеал алгебры >,,,<=
21 n

xxxLB   

порожденный элементами вида ,1, rix
i

  т.е.   

 

 ).()()(=
21

LUxLUxLUx
rr

   

 

Пусть 
r

L  - гомоморфный образ алгебры 
r

  в L . Тогда 
r

L  является идеалом 

алгебры ,L  порожденным элементами 
r

xxx ,,,
21
 . Следовательно,   

 

 .,,,/
21 nrrr

yyyLieLL 


  

 

 Выберем линейный базис алгебры ,,,,
21 nrr

yyyLie 


 состоящий из 

правильных слов  [34]   
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 ,,,,,
21


k

ccc  (2.3) 

 

причем, если ji   , то )()(
ji

cdcd   . Тогда слова вида   

 

 
s

s
i

c
i

c
i

c
iiirrr  

21
21

,  (2.4) 

 

составляют базис алгебры )/(
r

LLU . 

Теперь рассмотрим множество элементов вида   

 

 ,wx
i

 (2.5) 

 

где ,1 ri   w  - слова вида (2.4).   

 

Лемма 2.2  Алгебра 
r

  является свободной алгеброй Лейбница со свободным 

множеством порождающих (2.5).  

  

 Доказательство.  Известно [34], что образы элементов (2.5) в L  свободно 

порoждают подалгебру 
r

L . Поскольку   

 

 >,,,</,>,,,<=
121 nrrrnrr

yyLieLLLyyyLieL 


  

 

то имеем   

 

 ),(=)(
r

w

LwULU   

 

где w  - пробегает множество элементов вида (2.4). Тогда   

 

 ).(=
1=

ri
w

r

i
r

LwUx   

 

 Отсюда вытекает, что элементы (2.5) независимы справа над )(
r

LU . 

Применяя лемму 2.1, получаем утверждение леммы 2.2. □ 

 

Теорема 2.1  Пусть X  - произвольное множество переменных и XY  . Тогда 

правый идеал свободной алгебры Лейбница ,XLB  порожденный множеством 

,Y  является свободной алгеброй Лейбница.   
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 Доказательство.  Пусть 
Y

A  - правый идеал алгебры XLB , порожденный 

множеством Y . Легко проверить, что алгебра 
Y

A  порождается множеством   

 

 ,yw  (2.6) 

 

где Yy , w  - пробегает базис алгебры ),\( YXLieU  построенный также, как и 

базис (2.4). Так как в силу леммы 2.2 слова вида (2.5) алгебраически независимы, 

то любое конечное подмножество элементов множества (2.6) алгебраически 

независимо. Следовательно, множество элементов (2.6) алгебраически 

независимы. Это означает, что 
Y

A  является свободной алгеброй Лейбница со 

свободным множеством порождающих (2.6).□   

 

Лемма 2.3  Если )( Anna , то a  представляется линейной комбинацией 

элементов вида ],[ uu , где u  .   

 

 Доказательство.  Если vu, , то положим   

 

 ].,[],[= uvvuvu   

 

Поскольку   

 

 ],,[],[],[= vvuuvuvuvu   

 

то достаточно доказать, что a  является линейной комбинацией элементов вида 

],[ uu , vu  , где vu,  - слова вида (2.4). Из тождества Лейбница (1.1) 

непосредственно вытекают соотношения   

 

 ,],[=]],,[[]],[,[=]],,[[ uxuuxuxuuxuu   

   

 ].,[],[=],[ xvuvxuxvu    

 

Поскольку )(Ann  как правый идеал порождается элементами вида ],[ uu , 

vu  , то из этих соотношений следует, что a  является линейной комбинацией 

элементов указанного вида.□   

 

Лемма 2.4  )(=)(
rr

AnnAnn      

 

 Доказательство.  Очевидно )()(  AnnAnn
r

. Пусть .)(
r

Anna    Тогда 
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0=
a

r  в алгебре ).(LU  Поскольку )(
r

LU  является подалгеброй алгебры )(LU , то 

равенство 0=
a

r  верно и в алгебре )(
r

LU . Следовательно )(
r

Anna  . □ 

 

2.2 Свободное произведение алгебр Лейбница 

Напомним, что алгебра Лейбница C  называется свободным произведением 

алгебр Лейбница A  и B , если имеются канонические гомоморфизмы CA:  и 

CB :  такие, что для любой алгебры Лейбница L  и для любой пары 

гомоморфизмов LA :  и LB  :  существует единственный гомоморфизм 

LC :  такой, что  =  и  = . Из такого категорного определения не 

сразу следует существование свободного произведения двух алгебр. 

  

Лемма 2.5  Свободное произведение BA  любой пары алгебр Лейбница A  и B  в 

многообразии алгебр Лейбница существует. Кроме того, канонические 

гомоморфизмы BAA :  и BAB :  являются инъективными.   

 

 Доказательство.  Пусть X  - линейный базис алгебры A  и Y  - линейный базис 

алгебры B . Таблица умножения для A  и B  состоит из соотношений  

 

 cba c

ba
Xc

,
=],[ 



 

 

для любых Xba ,  и  

 

 fed f

ed
Yf

,
=],[ 



 

 

для любых Yed , , соответственно. 

Пусть  YXLBD =  свободная алгебра Лейбница со свободным 

множеством порождающих YX  . Через I  обозначим идеал алгебры D , 

порожденный элементами cba c

baXc ,
],[  
  для всех Xba ,  и fed f

edYf ,
],[  
  

для всех Yed , . Рассмотрим IDG /= . Имеем естественные вложения DX  , 

DY   и естественный гомоморфизм GD . Их композиции определяют 

GX :  и GY : . 

Докажем, что G  является свободным произведением A  и B  с каноническими 

гомоморфизмами   и  . Пусть L  - произвольная алгебра Лейбница и LA : , 

LB :  - произвольные гомоморфизмы. Так как D  является свободной 

алгеброй Лейбница, то существует единственный гомоморфизм LD :  такой, 

что )(=)( xx    для всех Xx  и )(=)( yy    для всех Yy . Поскольку   и    

гомоморфизмы, то имеем также 0=)(I . Следовательно,   индуцирует 
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гомоморфизм LG : . Очевидно, что  =  и  = . Поскольку )(X  и 

)(Y  порождает G , отсюда следует единственность  . 

Рассмотрим тождественное отображение AAid :  и нулевой гомоморфизм 

AB :0 . По определению свободного произведения существует единственный 

гомоморфизм LG :  такой, что id=  и 0= . Это означает, 0=Ker . 

Аналогично, 0=Ker . □ 

  

Следствие 2.1  Объединение множеств порождающих алгебр A  и B  является 

множеством порождающих для BA , объединение множеств определяющих 

соотношений A  и B  является множеством определяющих соотношений для 

BA .   

 

Нашей целью является построениe линейного базиса свободного 

произведения двух алгебр Лейбница. Линейный базис )()(=)(
10

AsAsAs   

алгебры Лейбница A  называется  специальным базисом, если )(
1

As  является 

линейным базисом )(AAnn  и )(As  снабжен линейным порядком   таким, что 

yx <  для любого )(),(
01

AsyAsx  . Заметим что, если )(As  является 

специальным базисом алгебры A , то )}(|{=)(
00

AsxxAs   является линейным 

базисом алгебры Ли A . 

Пусть A  и B  - произвольные алгебры Лейбница над полем k  и пусть 

)()(=)(
10

AsAsAs  , )()(=)(
10

BsBsBs   специальные базисы алгебр A  и B  

соответственно. Рассмотрим алфавит )()( BsAs  . Будем говорить, что 

)()(, BsAsyx    не сравнимые, если x  и y  оба не принадлежат одному и тому 

же множеству )(As  или )(Bs . Неассоциативные слова вида  

 

 0,],,],],,[[[
21

kxxxx
k

iiii
  (2.7) 

 

с правонормированной расстановкой скобок в алфавите )()( BsAs   называются  

специальными, если )()(
00

BsAsx
j

i
  для всех kj 1 , 

i
x  и 

1
i

x  не являются 

сравнимыми, и для всех kj <1  элементы 
1j

i
x  и 

j
i

x  не являются сравнимыми 

или 
j

i
j

i
xx 

1
. Определим степень deg  слова вида (2.7) равным 1k . 

Пусть W  - множество всех специальных слов в алфавите )()( BsAs   и C  - 

линейное пространство над полем k  с линейным базисом W . Определим 

билинейную бинарную операцию   на C . Пусть u  и v  произвольные 

специальные слова вида (2.7). Определим vu   следующим образом:   

(D1) если )()(=
11

BsAsxv
j

 , тогда положим 0=vu   для всех u ; 
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(D2) рассмотрим случай, когда )()(=
00

BsAsxv
j

 .   

(a) Допустим, что 
i

xu = . Тогда положим ],[=
ji

xxvu  , если 
i

x  и 
j

x  не 

являются сравнимыми. В противном случае положим 
tt

xvu = , где 

tt
xvu =],[  в A  или в B . 

(b) Допустим, что 2deg u  и ],[=
k

xuu  . Положим ],[=
j

xuvu  , если 
k

x  

и 
j

x  не являются сравнимыми или 
jk

xx  . Если 
jk

xx > , то положим 

ttkj
xuxxuvu   )(= , где 

ttjk
xxx =],[  в A  или в B .  

(D3) Если 2deg v  и ],[=
r

xvv  , то положим vxuxvuvu
rr

  )()(= .  

 

Замечание 2.1 Произведение vu   определено корректно и является линейной 

комбинацией специальных слов w  таких, что vuw degdeg<deg   или 

vuw
xxx

degdeg=deg   для всех )()( BsAsx  .   

 

Это можно легко проверить индукцией по vu degdeg  . Заметим, что когда 

j
xv = , ],[=

k
xuu   и 

jk
xx >  в (D2b), необходимо провести обратную индукцию по 

v  относительно   и использовать конечность набора букв в u . 

Продолжим   на C  линейным образом. Тогда верна следующая лемма 

  

Лемма 2.6  Алгебра C  является алгеброй Лейбница.   

 

 Доказательство.  Пусть u ,v  и w  произвольные специальные слова. Индукцией 

по wvu degdegdeg   мы проверим тождество Лейбница (1.1) для wvu ,, , т.e. 

проверим соотношение  

 

 .)()(=)( vwuwvuwvu    (2.8) 

 

Если 3=degdegdeg wvu  , тогда (2.8) легко следует из (D1) - (D3) и 

тождества Лейбница для A  и B . Допустим, что (2.8) выполняется для всех 

wvu  ,,  таких, что   

 

 .degdegdeg<degdegdeg3 wvuwvu   

 

Если 1>degw , то ],[= xqw , и по индукционному предположению имеем  
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.)()(=))(()()(=

)))(())((()))(())(((=

))(())(())(())((

))(())(())(())((=

)()())(()()())((=

))()((=))((=)(

vwuwvuvxquxqvu

vqxuvxquqxvuxqvu

vxquxvquqvxuqxvu

vqxuqvxuxvquxqvu

xvquqxvuqvxuxqvu

qxvxqvuxqvuwvu

























 

 

Поэтому можно считать, что 1=degw  и )()(= BsAsxw  . Очевидно, из 

(D2) следует (2.8), если )()(
11

BsAsx  . Предположим, что )()(
00

BsAsx  . 

Рассмотрим случай, когда 1=degv , т.е. )()(= BsAsyv  . Мы также 

предполагаем, что )()(
00

BsAsy  . Если x  и y  не сравнимы, то ],[= xywv   по 

(D2a) и (2.8) непосредственно следует из (D3). Допустим, что Ayx , . Так как 

2deg u , то имеем ],[= zqu . Если Az  или yz   или xz  , тогда (2.8) также 

следует из (D3). Предположим, что yz >  и xz > . Тогда  

 

.))(()()())((

))(()()())(())((=

))(()()())(()()(

))(())(())(())((=

))(())((=)()(=)(

zxyqxzyqyzxq

yxzqyzxqxzyqxyzq

zxyqxzyqyxzqyzxq

xyzqzxyqyxzqxyzq

zxyqxyzqxyzqwvu





















 

 

 Следовательно,  

 

 
.))(()()())((

)()())(()()()(

zxyqxzyqyzxq

yzxqxzyqvwuwvuwvu








 

 

Допустим, что 
ii

wyq = , где k
i
 , 

i
w  - специальные слова. Если 

1deg<deg qw
i

, то по предположению индукции имеем  

 

 .)(=)()( zxwxzwxzw iii    
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В противном случае, yqw
ttit

degdeg=deg   для всех )()( BsAst   следует из 

замечания 2.1. Не трудно заметить, что последний символ 
i

w  предшествует z  по 

 . Следовательно, ],[= zwzw
ii

  и согласно (D2b) мы снова имеем 

zxwxzwxzw
iii

 )(=)()(  . Отсюда получаем  

 

 ,))((=)()())(( zxyqxzyqxzyq    

 

и аналогично,  

 

 .))((=))(()()( zyxqyzxqyzxq    

 

Поэтому  

 

 

0.=))()(

)((=))(())((

))(()()()(

zxyqyxq

xyqzxyqzyxq

zxyqvwuwvuwvu













 

 

Если 1>degv , то имеем ],[= yqv . Если x  и y  не сравнимы или xy  , то 

],[= xvxv   и (2.8) непосрественно следует из (D3). Если xy > , тогда  

 

 ))(())((=))((=)( yxquxyquxyquwvu    

 

Проведя обратную индукцию по x  относительно  , мы можем предположить  

 

 ),()())((=))(( xqyuyxquyxqu    

 

так как xy > . Тогда  

 

 









yqxuqyxuxyquqxyu

xqyuyqxuyxquqyxu

qxyuyxquxyquxqyu

yxquqxyuxyquwvu









))(())(())((=))((

))(())(())(())((

))(())(())((=)()(

))(())(()()(=)(

 

 .)()(=))(( vwuwvuxqyu   □ 

 

Теорема 2.2  Пусть A  и B  произвольные алгебры Лейбница над полем k  и 
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)()(=)(
10

AsAsAs  , )()(=)(
10

BsBsBs   их специальные базисы 

соответственно. Множество всех специальных слов в алфавите  )()( BsAs   

составляет линейный базис свободного произведения BA .   

 

Доказательство.  Полагая )(= asX  и )(= bsY  мы используем все обозначения из 

доказательства леммы 2.5. Напомним,  что  G  является  свободным 

произведением A  и B . Мы отождествляем A  и B  с )(A  и )(B , соответственно, 

так как   и   являются инъективными. 

Пусть C  - алгебра Лейбница из леммы 2.6. Алгебра C  порождается A  и B . 

Через CA :  и CB  :  обозначим вложения. Тогда существует 

единственный гомоморфизм CG :  такой, что  =  и  = . 

Следовательно, гомоморфизм   является тождественным на A  и B . Из тождества 

Лейбница (1.1) легко следует, что каждый элемент G  является линейной 

комбинацией специальных слов вида (2.7). Это означает, что   является 

изоморфизмом. □ 

 

Для алгебр Ли 
1

L  и 
2

L  их свободное произведение  
21

LL    в категории алгебр 

Ли построено в [11].  Одним  из хороших  свойств свободного произведения 

алгебр Ли [11] является то, что универсальная обертывающая алгебра )(
21

LLU   

является свободным произведением )()( 21 LULU   алгебр )( 1LU  и )( 2LU  в категории 

ассоциативных алгебр с единицей. К сожалению, это свойство не выполняется в 

случае алгебр Лейбница. Напомним, что универсальная обертывающая алгебра 

)(gUL  алгебры Лейбница g  определена в [4] и )(gUL  является ассоциативной 

алгеброй, порожденной всеми 
aa

lr , , где ga . Известно также, в [14], что 

соотношение  

 

 0=)(
abb

llr   

 

выполняется для всех gba , . Если Aa0  и Bb0 , тогда это соотношение 

показывает, что  

 

 ).()()( AULAULBAUL   

 

Будем говорить, что  проблема вхождения (в конечно порожденные 

подалгебры) разрешима для алгебры A , если существует эффективная процедура, 

определяющая для любого элемента Aa  и для любой конечно порожденной 

подалгебры B  алгебры A  принадлежит  элемент a  алгебре B  или нет. Одна из 

самых важных теорем комбинаторной  теории групп,  доказанная К. Михайловой 

[30], говорит, что если проблема вхождения разрешима  в  двух группах 
1

G  и 
2

G , 
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то она разрешима в их свободном  произведении 
21

GG  . У.У. Умирбаев [13] 

доказал неразрешимость  проблемы  вхождения  для свободного произведения 

одномерной алгебры Ли и  свободной метабелевой алгебры Ли достаточно 

большого ранга. 

  

Теорема 2.3  Пусть A  - произвольная ненулевая алгебра Лейбница и L - свободная 

метабелева алгебра Ли достаточно большого ранга. Тогда проблема вхождения в 

подалгебру для свободного произведения LA  алгоритмически неразрешима.   

 

 Доказательство.  Пусть a  - ненулевой элемент алгебры A  и 
n

zz ,,
1
  - свободные 

порождающие алгебры L . Положим )(= LUaM  . Из теоремы 2.2 следует, что M  

является свободным правым )(LU -модулем. 

Рассмотрим )(,,,
1

LUfff
k
 . Через S  обозначим подалгебру алгебры 

,LA  порожденную элементами 
nk

zzfafa ,,,,,
11
  . Из теоремы 2.2 следует, 

что   

 

 ).()()()(=
1

LUfaLUfaMS
k
   

 

Следовательно, Sfa   тогда и только тогда, когда   

 

 ),()()()(
1

LUfaLUfafa
k
   

 

что эквивалентно )()(
1

LUfLUff
k
  . 

В [13] доказано, что существует натуральное число ,n  для которого проблема 

вхождения в правые идеалы алгоритмически не разрешима в универсальной 

обертывающей алгебре )(LU . □ 

 

Заметим, что проблема вхождения для свободных метабелевых алгебр Ли 

разрешима [12]. 
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3  РУЧНЫЕ И ПОЧТИ РУЧНЫЕ АВТОМОРФИЗМЫ СВОБОДНЫХ 

АЛГЕБР ЛЕЙБНИЦА РАНГА 2 
  

В этом разделе исследованы автоморфизмы двупорожденных свободных 

алгебр Лейбница. Известно [15-18], что автоморфизмы алгебр многочленов ],[ yxk  

и свободных ассоциативных алгебр yxk ,  от двух переменных над произвольным 

полем k  являются ручными. Более того [17-18], группы автоморфизмов алгебр 

],[ yxk  и yxk ,  изоморфны, т.е.  

  

 .,],[ yxkAutyxkAut
kk

  

 

 В работе [19] доказано, что автоморфизмы двупорожденных свободных 

алгебр Пуассона над полем характеристики 0  являются ручными. П. Кон [36] 

доказал, что автоморфизмы свободных алгебр Ли конечного ранга являются 

ручными. Аналог этой теоремы верен для свободных алгебр любого однородного 

шрайерового многообразия алгебр [37]. 

Алгебры многочленов и свободные ассоциативные алгебры от трех 

переменных в случае характеристики 0  имеют дикие автоморфизмы [22;25]. В 

работе [28] доказано, что автоморфизм   

 

 )],],,[[(= 21221 xxxxx   

 

свободной алгебры Лейбница от двух переменных 
21

, xxLB  является диким. В 

подразделе 3.1 приведены основные определения и описано представление группы 

ручных автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр Лейбница. В 

подразделе 3.2 введены в рассмотрение почти элементарные автоморфизмы, 

которые обобщают элементарные автоморфизмы. Описана структура почти 

элементарных автоморфизмов, и доказано, что они являются стабильно ручными. 

В подразделе 3.3 описано представление группы почти ручных автоморфизмов 

двупорожденных свободных алгебр Лейбница и в подразделе 3.4 приведен пример 

не почти ручного автоморфизма этой алгебры. 

 

3.1 Ручные автоморфизмы 

Пусть 
n

xxxLB ,,,=
21
  - свободная алгебра Лейбница над полем k  от 

переменных 
n

xxx ,,,
21
 . 

Автоморфизм   свободной алгебры Лейбница   называется  элементарным 

[26;39], если найдется i  такое, что   

  

,=)( gxx
ii
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nii
xxxxxLBgk ,,,,,,,0

1121



 , и 

jj
xx =)(  для всех ij  . 

Автоморфизм   алгебры   называется  ручным, если он является произведением 

элементарных автоморфизмов. Не ручные автоморфизмы алгебры   называются  

дикими. Через )(Aut  обозначим группу автоморфизмов алгебры  . 

Запись ),,,(=
21 n

fff   означает автоморфизм   алгебры   такой, что 

nifx
ii

1,=)( . 

Элементарное преобразование системы элементов 
n

fff ,,,
21
  заменяет 

только один элемент 
i

f  на элемент   

 

 ,gf
i
  

 

где .,,,,,,,0
1121 nii

fffffgk 


  Запись   

 

 ),,,(),,,(
2121 nn

gggfff    

 

 означает, что система элементов 
n

ggg ,,,
21
  получается из 

n
fff ,,,

21
  одним 

элементарным преобразованием. 

Легко показать, что автоморфизм ),,,(=
21 n

fff   является ручным тогда и 

только тогда, когда существует последовательность элементарных 

преобразований вида  

 

 ),,,(),,,(=),,( (1)(1)

2

(1)

1

(0)(0)

2

(0)

121 nnn
ffffffxxx   

 

.=),,,(=),,,(
21

)()(

2

)(

1


n

k

n

kk ffffff   

 

Пусть yxLBA ,=  - свободная алгебра Лейбница от двух переменных yx, . 

Через deg  обозначим стандартную функцию степени на A , т.е. 1=deg=deg yx . 

Положим )(/= AAnnAL . 

Автоморфизм   свободной алгебры Лейбница A  называется  треугольным 

[26], если   

 

 ),,(= ygx    

 

где k ,0 ,  yLBg . Через )(AT  обозначим группу треугольных 

автоморфизмов свободной алгебры Лейбница A , а через )(
2

kGL  - группу 

линейных автоморфизмов алгебры A . 
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Определим степени ny  элемента Ay , полагая yy =1 , ],[= 1 yyy nn  , 2n . 

  

Лемма 3.1 1) Система элементов   

 

  kaayxyyxidA  |),(=),,(==
0

  

 

является системой представителей левых смежных классов )(
2

kGL  по подгруппе 

)()(=
2

ATkGLC  . 

2) Система элементов   

 

  2

20
...=)(|)),((== yyyhyyhxB n

n
   

 

является системой представителей левых смежных классов )(AT  по подгруппе 

)()(=
2

ATkGLC  .  

  

 Доказательство.  1) Пусть )(
2

kGLl . Если l  имеет вид ),( dycxbyax  , где 

0c , то   

 

 ).,)((),(= cyayx
c

ad
by

c

d
xyl    

 

Если 0=c , то )(lTl , т.е. lidl = . Допустим, что ),(=
11
yaxy  , 

),(=
22
yaxy   и CC

21
=  , тогда   

 

 .))(,(=),(),(=
12212

1

1
Cyxaaxyaxyxxay    

 

Отсюда следует, что 
21

= aa . Следовательно, 
21

=  . 

2) Пусть )()),((=
1

ATyyhx   , где yyyyh n

n 1

2

21
...=)(   . Тогда 

  представляется в виде   

 

 ,   

 

где ),(=),,
)(

(=
1

yyxy
yh

x 


  . 

Допустим, что )),((=
11

yyhx  , )),((=
22

yyhx   и CC
21

=  . Тогда   

 

 ,)),()((=)),(()),((=
21212

1

1
Cyyhyhxyyhxyyhx    
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откуда следует, что )(=)(
21

yhyh . Следовательно, 
21

=  . □ 

  

Лемма 3.2  Пусть 
0

A , 
0

B  - множества, определенные в лемме 3.1. Тогда любой 

ручной автоморфизм   алгебры A  разлагается в произведение вида   

 

 ,=
2211

 
kk

 (3.1) 

 

где 
0

A
i
 , ,,...,

2
id

k
  ,

0
B

i
  id

k


11
,..., , )()(

2
ATkGL  .   

 

 Доказательство.  Имеем   

 

 ),,(),...(=)),((
1

22

1
yyxyyyxyyhx nn 








    

   

 ),,(),...(),(=))(,(
1

2

2
yxyyyyxxyxhyx nn 








    

 

т.е. любой элементарный автоморфизм имеет вид   

 

 ,
21

ll   

 

где 
0

B , )(,
221

kGLll  . 

Любой ручной автоморфизм   представляется в виде  

  

 ,=
21 n

   

 

 где 
n

 ,...,,
21

 - элементарные автоморфизмы. Следовательно, имеем   

 

 ,=
12211 nnn

llll    (3.2) 

 

где 
0

B
i
 , )(

2
kGLl

i
 . 

Докажем индукцией по n , что   представляется в виде произведения (3.1) с 

nk  . 

Согласно лемме 3.1, автоморфизм 
1
l  записывается в виде 

11
  , где 

01
A , 

)()(
21

ATkGL  . Тогда   

 

 ,==
11111111
  l  
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где 
0

1

1111
= B   . Имеем   

 

 ,)(=
122111 


nnn

lll    

 

По индуктивному предположению, произведение   

 

 
1221

)(
nnn

lll    

 

записывается в виде   

 

 .,
1322

nk
kkk




   

 

Следовательно,   

 

 .=
12211
 




kkk
 

 

Если id
2

 , то полученное представление имеет вид (3.1). Рассмотрим случай 

id=
2

 . Так как 
0221

= B   , то   

 

.==
132113211
 




kkkkkk
 

 

Поскольку nk <1 , то, по индуктивному предположению,   записывается в виде 

(3.1). □ 

  

Лемма 3.3  Пусть ),(=
21

ff  - автоморфизм алгебры A , представимый в виде 

произведения   

 

 ,=
221 kk

   

 

где 
00

, BidAid
ii
   для всех i . Если )),((= yyhx

ii
  и 

ii
nyhdeg =))((  для 

всех ki 1 , то   

 

1),(...=)(
211

 knnnfdeg
k

 

 

2).(...=)(
1212




knnnfdeg
k

 

   

Доказательство.  Утверждение леммы докажем индукцией по k . Если 1=k , то   
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 1.=)(,=)(=)(
2111

fdegnhdegfdeg  

 

Предположим, что утверждение леммы выполняется для 1k . Положим,  

  

 ).,(==
21112211

gg
kk 

   

 

По предположению индукции имеем   

 

2),(...=)(
1211




knnngdeg
k

 

 

3).(...=)(
2212




knnngdeg
k

 

 

Напомним, что свободные алгебры Ли от двух переменных имеют только 

линейные автоморфизмы [28]. Так как любой автоморфизм алгебры A  индуцирует 

автоморфизм свободной алгебры Ли )(/= AAnnAL  от двух переменных, то 

нелинейные части элементов 
21

, gg  принадлежат )(AAnn , т.е.   

 

,=
111

nlg   

 

,=
222

nlg   

 

где 
21

,ll  - линейные части 
21

, gg , соответственно, )(,
21

AAnnnn  . 

Имеем   

 

 .),(==),(=
211122121 kkkkkk

ggff  


 

 

Применяя ),(= ayxy
k

  к ),(
21

gg , получаем   

 

 ).,(=),(
21221

agggrr   

 

Тогда   

 

 3),(...=)(=)(
22121




knnngdegrdeg
k

 

   

  2).(...=)(=)(),(=)(
1211212




knnngdeggdeggdegmaxrdeg
k

 

 

Далее,   

 

 ).),((=)),((),(=),(=),(
221212121

rrhryyhxrrrrff
kkk
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Cледовательно,   

 

   ).(=)(,))((),(=)(
22211

rdegfdegrhdegrdegmaxfdeg
k

 

 

Так как ,=)(
kk

nhdeg  то   

 

,]],...,[...[=],
1

[=],
1

[=],
1

[=)(

1

22
2

2
2

22
2222









k
n

rrr

k
n

rr

k
n

k
n

k
n

llrlrnlrrrr  

 

где 
2

r
l  - линейная часть 

2
r , а )(

2
AAnnn

r
 . 

Поскольку 2)(...=)(
1212




knnnrdeg
k

, то   

 

 1).(...=))((
212

 knnnrhdeg
kk

 

 

Следовательно,   

 

 1),(...=)(
211

 knnnfdeg
k

 

   

 2),(...=)(
1212




knnnfdeg
k

 

 

что и доказывает утверждение леммы. □ 

  

Лемма 3.4  Разложение (3.1) автоморфизма   из леммы 3.2  является 

однозначным.  

  

Доказательство.  Достаточно показать, что   

 

 ,
12211

id
kkk




   

 

 при 1k , 
0

A
i
 , ,,...,

2
id

k
  ,

0
B

i
  id

k


11
,..., , )()(2 ATkGL  . Допустим, 

что   

 

 .=
12211

id
kkk

 


 

 

 Тогда   

 

 .= 1

1

11

1221







kkk
   (3.3) 
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Согласно лемме 3.2   

 

 
kk

ff  
22121

=),(  

 

и 1)(...=)(
211

 knnnfdeg
k

, 2)(...=)(
1212




knnnfdeg
k

. Так как 

правая часть (3.3) равна   

 

 ),(=),(
2

1

1

11

121
kGLll

k




    

 

то 1=)(
1
ldeg , 1=)(

2
ldeg . Следовательно, )()(

11
ldegfdeg   и )()(

22
ldegfdeg  , 

что и противоречит равенству (3.3). □ 

  

Теорема 3.1  Группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Лейбница A  от 

двух переменных является свободным произведением подгрупп линейных 

автоморфизмов )(
2

kGL  и треугольных автоморфизмов )(AT  с объединенной 

подгруппой )()(=
2

ATkGLC  , т.е.   

 

 ).()(=)(
2

ATkGLATame
C
  

 

Доказательство.  Так как 
0

A  и 
0

B  - системы левых смежных классов )(
2

kGL  и 

)(AT  по подгруппе )()(
2

ATkGL  , то по лемме 3.2  любой ручной автоморфизм 

представляется в виде (3.1). По лемме 3.4 это представление является 

однозначным. Согласно [29],   

 

 ),()(=)(
2

ATkGLATame
C
  

 

где )()(=
2

ATkGLC  . □ 

 

3.2 Почти элементарные автоморфизмы 

Пусть 
n

xxxLB ,,,=
21
  - свободная алгебра Лейбница со свободными 

образующими 
n

xxx ,,,
21
 . 

Автоморфизм   алгебры   называется  почти элементарным, если 

существует j  такое что при ,ij   
ii

xx =)(  и hx
j

=)( . Автоморфизм   

называется  почти ручным, если он является произведением почти элементарных 

автоморфизмов. 

Напомним, что почти элементарные автоморфизмы встречались в работе 

[31] при изучении автоморфизмов свободных метабелевых групп от трех 
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порождающих. 

Заметим, что автоморфизм   

 

 )],],,[[(=
21221

xxxxx   

 

из [28] алгебры 
21

, xxLB  является почти элементарным. 

Из леммы 2.1 выделим одно следствие 

  

Следствие 3.1 Эндоморфизм ),,,(=
21 n

fff   алгебры   является 

автоморфизмом тогда и только тогда, когда выполняются условия:   

1) >;,,,<=)(/=
21 n

fffLieAnnL    

2) ).()()(=
21

LUfLUfLUf
n

    

  

Определим один класс автоморфизмов алгебры  . 

  

Лемма 3.5  Пусть   - эндоморфизм алгебры   такой, что 
ii

xx =)(  при 1 ni  

и fx
n

=)( . Тогда   является автоморфизмом алгебры   тогда и только тогда, 

когда   

 hgxf
n

=  

 

где ,0 k    >,,,<
121 


n

xxxg    )(
1


n

Annh .   

 

 Доказательство.  Допустим, что   - автоморфизм алгебры  . Очевидно,   

индицирует элементарный автоморфизм алгебры L , т.е.   

 

 ,= hgxf
n

  

 

где ,0 k   >,,,<
121 


n

xxxg     )( Annh . 

Пусть ),,,,(=
121

gxxxx
nn



  . Заменяя   на 1 , можно считать, что 

,= hxf
n
  где )( Annh . 

По следствию 3.1  эндоморфизм   алгебры   является автоморфизмом тогда 

и только тогда, когда   

 

 ).()()()(=
121

LfULUxLUxLUx
n




  

 

Это эквивалентно тому, что 
1


n

h . По лемме 2.4 имеем )(
1


n

Annh . 

Допустим, что f  удовлетворяет условию леммы. Еще раз заменяя   на 1  
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можно считать, что ,= hxf
n
  где 

1


n
h . Очевидно,   удовлетворяет условию 

1 следствия 3.1. Так как 
1


n

h , то   удовлетворяет и условию 2 следствия 3.1, 

т.е.  - автоморфизм. □ 

 

Лемма 3.5  дает  описание  почти  элементарных  автоморфизмов  алгебры  . 

Следуя [27] определим стабильно ручные автоморфизмы. Автоморфизм   

алгебры   назовем  k  - стабильно ручным, если автоморфизм   алгебры 

,,,,,,,,
2121 kn

yyyxxxLB   определенный правилом ),(=)(
ii

xx   
jj

yy =)(  

для всех ,, ji  является ручным.   

 

Лемма 3.6  Автоморфизм   

 

 )],],,[[(=
21221

xxxxx   

 

алгебры 
21

, xxLB  является 1 - стабильно ручным.   

 

 Доказательство.  Имеем  

 

 

,=),],],,[[(=),]],,[,[]],,[[(

),]],,[,[]],,[[],[],[(=

),]],,[,[]],,[[(

=]]),[,[]],,[[,[

],[,]],,[,[]],,[[(

]),[,]],,[,[]],,[[(

]),[,,(),,(
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1232212312

1232123221231

1232123221231

12321321

xxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxx















 

 

т.е. автоморфизм   является 1 - стабильно ручным. □ 

 

К сожелению не удается доказать, что все почти элементарные автоморфизмы 

являются 1 - стабильно ручными. Тем не менее доказана следующая   

 

Теорема 3.2 Любой почти ручной автоморфизм алгебры 
n

xxxLB ,,,=
21
  

является 2 - стабильно ручным. 
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Доказательство.  Утверждение теоремы достаточно доказать для почти 

элементарного автоморфизма  . Более того, можно считать, что   

 

 )(,=)(1,1,=)(
1


nnnii

Annhhxxnixx   

 

По лемме 2.3 имеем   

 

 ],,[=
1=

jjj

s

j

wwh   

 

где 1 niw . Следовательно, 
s

  
21

= , где   

 

 .11,1,=)(],,[=)( sjnixxwwxx
iijjjjnnj

   

 

Поэтому можно считать, что   

 

 
1.1,=)(

,],,[=)(
1






nixx

wwwxx

ii

nnn




 

 

Продолжение автоморфизма   на алгебру >,,,,<
2121

yyxxxLB
n

   обозначим 

через  , т.е. 1,2=,=)(,1),(=)( jyynixx
jjii

  . 

Ниже мы рассмотрим элементарные преобразования, оставляющие на месте 

элементы 
121

,,
n

xxx  . Поэтому запись ),,,,(
2121

yyxxx
n

  сокращаем до 

),,(
21

yyx
n

. Имеем  
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),],,[],[(),,(),,(
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21212121112

111121121

211212121

yywwxyyww

yyyyxwyywwyyyyxwy

ywwwyyyxyywwwyyyx

ywywwwyyyxywyxyyx

n

nn

nn
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т.е.   является ручным. Это означает, что   является 2 - стабильно ручным. □ 

 

3.3  Почти ручные автоморфизмы 

Как и ранее, положим yxLBA ,=  - свободная алгебра Лейбница над полем 

k  от переменных yx,  и AAnnAL /= . 
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Автоморфизм   алгебры A  называется  почти треугольным, если   

 

 ),,(= yg   

 

где k 0 . Через )(AAT   обозначим  группу почти треугольных 

автоморфизмов алгебры A , а через )(AATame  группу почти ручных 

автоморфизмов алгебры A  . 

Если ),(= yg   является автоморфизмом, тогда из леммы 2.1 следует, что  

  

 ).()(=)()()(= LyULxULUyLgUA    (3.4) 

 

Следовательно, axg = , где )(LyUa . Заметим,  что   индуцирует 

линейный автоморфизм  свободной  алгебры  Ли L ,  так  как  все   автоморфизмы 

алгебры   L  являются линейными [36]. Отсюда bya = , где 

)()( LyUAAnnb  . 

  

Следствие 3.2  Автоморфизм   алгебры A  является почти треугольным тогда и 

только тогда, когда   

 

 ),,(= yyuyx    

 

где k ,, ,  ,0  , )(LUu  и )(AAnnyu .   

 

Лемма 3.7  1) Система элементов   

 

  kaayxyyxidA  |),(=),,(==
1

  

 

является системой представителей левых смежных классов )(
2

kGL  по подгруппе 

)()(=
2

AATkGLH  . 

2) Система элементов   

 

  )(|),(==
1

AAnnyuyyuxB   

 

является системой представителей левых смежных классов )(AAT  по подгруппе 

)()(=
2

AATkGLH  .   

 

 Доказательство.  1) Пусть )(
2

kGLl . Если l  имеет вид ),( dycxbyax  , где 

0c , то   
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 ).,)((),(= cyayx
c

ad
by

c

d
xyl    

 

Если 0=c , то )(ATl , т.е. lidl = . 

Допустим, что ),(=
11
yaxy  , ),(=

22
yaxy   и HH

21
=  , тогда   

 

 .))(,(=),(),(=
12212

1

1
Hyxaaxyaxyxxay    

 

Отсюда следует, что 
21

= aa . Следовательно, 
21

=  . 

Пусть )(),(=
1

AATyyyux   , где yyyyh n

n 1

2

21
...=)(   . Тогда   

представляется в виде   

 

 ,   

 

где ),(=),,
)

(=
1

yyxy
yu

x 


  . 

Допустим, что ),(=
11

yyux  , ),(=
22

yyux   и HH
21

=  . Тогда 

  

 ,),(=),(),(=
21212

1

1
Hyyuyuxyuyxyyux    

 

откуда следует, что 
21

= yuyu . Следовательно, 
21

=  . □ 

  

Лемма 3.8  Пусть 
1

A , 
1

B  - множества, определенные в лемме 3.7. Тогда любой 

почти ручной автоморфизм   алгебры A  разлагается в произведение вида   

 

 ,=
2211

 
kk

 (3.5) 

 

где 
1

A
i
 , ,,...,

2
id

k
  ,

0
B

i
  id

k


11
,..., , )()(

2
AATkGL  .   

 

 Доказательство.  Имеем   

 

 

),,(),(),(=),(

),,(),(=),(

11

11

yxyy
yu

xxyxxuyx

yyxy
yu

xyyyux
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т.е. любой почти элементарный автоморфизм имеет вид   

 

 ,
21

ll   

 

где 
1

B , )(,
221

kGLll  . 

Любой ручной автоморфизм   представляется в виде   

 

 ,=
21 n

   

 

где 
n

 ,...,,
21

 - почти элементарные автоморфизмы. Следовательно, имеем   

 

 ,=
12211 nnn

llll    (3.6) 

 

где 
1

B
i
 , )(

2
kGLl

i
 . 

Докажем индукцией по n , что   представляется в виде произведения (3.5) с 

nk  . 

Согласно лемме 3.8, автоморфизм 1l  записывается в виде 
11
  , где 

11
A , 

)()(
21

AATkGL  . Тогда   

 

 ,==
11111111
  l  

 

где 
1

1

1111
= B   . Имеем   

 

 ,)(=
122111 


nnn

lll    

 

По индуктивному предположению, произведение   

 

 
1221

)(
nnn

lll    

 

записывается в виде   

 

 .,
1322

nk
kkk




   

 

Следовательно,   

 

 .=
12211
 




kkk
 

 

Если id
2

 , то полученное представление имеет вид (3.5). Рассмотрим случай 
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id=
2

 . Так как 
1221

= B   , то   

 

.==
132113211
 




kkkkkk
 

 

Поскольку nk <1 , то, по индуктивному предположению,   записывается в 

виде (3.5).□   

 

Лемма 3.9  Пусть ),(=
21

ff  - автоморфизм алгебры A , представимый в виде 

произведения   

 

 ,=
221 kk

   

 

где 
11

, BidAid
ii
   для всех i . Если )(=

,
yyux

i
  и  

ii
nyudeg =)(  для 

всех ki 1 , то   

 

 
2).(...=)(

1),(...=)(

1212

211






knnnfdeg

knnnfdeg

k

k

 

   

Доказательство.  Утверждение леммы докажем индукцией по k . Если 1=k , то   

 

 1.=)(,=)(=)(
2111

fdegnyudegfdeg  

 

Предположим, что утверждение леммы выполняется для 1k . Положим,   

 

 ).,(==
21112211

gg
kk 

   

 

Тогда   

 
3).(...=)(

2),(...=)(

2212

1211









knnngdeg

knnngdeg

k

k

 

 

Заметим, что 2
i

n , так как .
1

Bid
i
   Тогда ).(>)(

21
gdeggdeg  

Имеем   

 

 .),(=),(=
2121 kk

ggff    

 

Если ),(= ayxy
k

 , тогда   
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  =),(=),(=),(
2121221

rraggggg
k

  

 

 и   

 

 3),(...=)(=)(
22121




knnngdegrdeg
k

 

   

 2),(...=)(=)(=)(
1211212




knnngdegaggdegrdeg
k

 

 

поскольку 
21

> gdeggdeg . Следовательно, .<
21

rdegrdeg  Далее, имеем   

 

 ).),((=),(),(=),(=),(
221212121

rurryyuxrrrrff
kkk

   

 

Заметим, что ,=)(
kk

udegudeg  поскольку   индуцирует линейный 

автоморфизм. Следовательно, 1=)(
22


kk

nrdegurdeg   и 

1=)(
21


k

nrdegfdeg . Тогда   

 

 

1)(...

=12)(...

=1=)(

21

121

21









knnn

nknnn

nrdegfdeg

k

kk

k

 

 

и   

 

 2).(...==)(
12122




knnnrdegfdeg
k

□ 

 

Лемма 3.10  Разложение (3.5) автоморфизма   из леммы 3.8  является 

однозначным.   

 

 Доказательство.  Достаточно показать, что   

 

 ,
12211

id
kkk




   

 

при 1k , 
1

A
i
 , ,,...,

2
id

k
  ,

1
B

i
  id

k


11
,..., , H . Допустим, что   

 

 .=
12211

id
kkk

 


 

 

Тогда   
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 .= 1

1

11

1221







kkk
   (3.7) 

 

Согласно лемме 3.8   

 

 
kk

ff  
22121

=),(  

 

и 2)(...=)(1),(...=)(
1212211




knnnfdegknnnfdeg
kk

. Так как 

правая часть (3.7) равна   

 

 ),(=),(
2

1

1

11

121
kGLll

k




    

 

то 1=)(
1
ldeg , 1=)(

2
ldeg . Следовательно, )()(

11
ldegfdeg   и )()(

22
ldegfdeg  , 

что и противоречит равенству (3.7).□   

 

Теорема 3.3  Группа почти ручных  автоморфизмов  свободной  алгебры 

Лейбница A  от  двух  переменных  является свободным произведением подгрупп 

линейных автоморфизмов )(
2

kGL  и почти треугольных автоморфизмов )(AAT  с 

объединенной подгруппой )()(=
2

AATkGLH  , т.е.   

 

 ).()(=)(
2

AATkGLAATame
H
  

   

Доказательство.  Так как 
1

A  и 
1

B  - системы левых смежных классов )(
2

kGL  и 

)(AAT  по подгруппе )()(
2

AATkGL  , то по лемме 3.8 любой почти ручной 

автоморфизм представляется в виде (3.5). По лемме 3.10 это представление 

является однозначным. Согласно [29], 

   

 ),()(=)(
2

AATkGLAATame
H
  

 

 где )()(=
2

AATkGLH  . □ 

 

3.4 Пример не почти ручного автоморфизма 

Положим снова yxLBA ,=  - свободная алгебра Лейбница над полем k  от 

переменных yx,  и AAnnAL /= . Рассмотрим дифференцирование   алгебры A  

определенное правилом   

 

 ,=)(,=)( gyfx   

 

 где   
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]].],,[[],],,[[[]]],,[[],,[[=

],]],],,[[],],,[[[[]]],],,[[],,[[[=

xxyxxyxxyxxg

xxxyxxyxxxyxxf




 

 

Заметим, что )(, AAnngf   и ],[= xgf . Используя (1.1) и (3.4), не трудно 

показать, что f  и g  - ненулевые элементы и 7=deg f , 6=deg g . Прямые 

вычисления дают 0=)(2 x  и 0=)(2 y , т.е.   является локально--нильпотентным. 

Кроме того, 0,=2  поскольку )(, AAnngf  . Рассмотрим отображение  

  

 ,:)(exp= AA  

 

заданное правилом   

 

 ).,(==)(exp= gyfxid   

 

  является автоморфизмом алгебры ,A  обратным к которому является   

 

 ).,(==)(exp=1 gyfxid   

 

Действительно, мы имеем   
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 Следовательно,   - автоморфизм. 

  

Теорема 3.4  Автоморфизм   двупорожденной свободной алгебры Лейбница 

yxLBA ,=  не является почти ручным.   

 

 Доказательство.  Допустим, что   - почти ручной автоморфизм. В силу свойств 

1A  и 1B ,   может быть записан в виде   

 

 ,=
2211

 
kk

 (3.8) 

 

где 
1

A
i
 , ,,...,

2
id

k
  idB

ki
  ,...,,

11
, ).(

2
kGL  Положим   

 

 .=),(
221121 kk

ff    

 

Если 
ii

nxdeg =)( , тогда по лемме 3.9 

   

 
2).(...=)(

1),(...=)(

1212

211






knnnfdeg

knnnfdeg
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Мы имеем 
21

deg>deg ff , 6=)(deg>7=)(deg gyfx   и  ),(=
21

ff . Это 

возможно только тогда, когда H . 

Допустим, что ),(=1 yyx   , где 0,  . Тогда  
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Следовательно, 7=deg
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Положим также   
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Из леммы 3.9 легко следует, что 
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Для каждого La  через a  обозначим его старшие однородные части по 

отношению к степени. Тогда   
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 Заметим, что ],[= xgf  и ],[ yg  линейно независимы. Это противоречие 

показывает, что   не является почти ручным.   □ 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Диссертационная работа посвящена исследованию автоморфизмов 

двупорожденных свободных алгебр Лейбница и исследованию структуры 

подалгебр свободных алгебр Лейбница. В диссертационной работе получены 

следующие результаты: 

    - доказано, что правые идеалы свободных алгебр Лейбница, порожденные 

любым подмножеством множества свободных порождающих этой алгебры, 

являются свободными алгебрами Лейбница; 

    - построен линейный базис свободного произведения двух алгебр 

Лейбница;  

    - доказана неразрешимость проблемы вхождения для свободного 

произведения произвольной ненулевой алгебры Лейбница и свободной 

метабелевой алгебры Ли достаточно большого ранга;  

    - получено представление группы ручных автоморфизмов свободных 

алгебр Лейбница от двух порождающих в виде свободного произведения;  

     - описана структура почти элементарных автоморфизмов свободной 

алгебры Лейбница конечного ранга;  

     - доказано что почти ручные автоморфизмы свободной алгебры Лейбница 

конечного ранга являются 2 - стабильно ручными;  

    - получено представление группы почти ручных автоморфизмов свободных 

алгебр Лейбница от двух порождающих в виде свободного произведения;  

   - построен пример не почти ручного автоморфизма свободной алгебры 

Лейбница от двух порождающих. 

 

 

Работа имеет теоретическое значение. Результаты и методы диссертации 

могут быть использованы для дальнейшего исследования алгебр Лейбница и 

свободных алгебр, а также при исследовании автоморфизмов свободных алгебр. 

Кроме того, результаты могут быть использованы при чтении специальных курсов 

по теории колец. 
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