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Аннотация. В данной статье представлено исследование динамики системы управления ориентацией 
спутника (СУОС) с применением PD-регулятора, где кинематика описывается уравнениями в кватернионах. 
Основной акцент сделан на актуальности представления нелинейных уравнений динамики в линейной форме, 
что открывает возможности для использования широкого спектра инженерных методов анализа 
устойчивости и синтеза параметров системы управления. Одним из ключевых результатов исследования 
является выявление того, что с применением теоремы об изменении кинетического момента механической 
системы нелинейные уравнения динамики СУОС могут быть представлены в виде линейной системы 
дифференциальных уравнений с переменными во времени параметрами. В заключении подчеркнуто, что 
необходимо понимание, что постоянные элементы матрицы системы линейных дифференциальных уравнений 
зависят от параметров закона управления и проекций начального значения кинетического момента спутника 
на оси инерциальной системы координат. В то время как переменные элементы матрицы зависят от 
разности текущих значений проекций кинетического момента спутника на оси инерциальной и связанной 
систем координат. Это исследование приводит к выводу, что динамика системы управления ориентацией 
спутника тесно связана со значениями параметров закона управления, а также с начальными угловыми 
скоростями спутника и маховиков. Развитие данной темы открывает перспективы для более глубокого 
понимания и оптимизации СУ ОС.

Ключевые слова: спутник, система управления ориентацией, асимптотическая устойчивость, 
начальная угловая скорость.

Введение
При разработке систем управления ориентацией спутника (СУОС) используются, как правило, 

PD -  регуляторы [1-3]. При этом динамика СУ ОС описывается нелинейными дифференциальными 
уравнениями [4-7].

В работе [1] используется метод возмущений для линеаризации уравнений динамики СУ ОС с 
PD-регулятором. В результате получена система линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными параметрами. В работе [2] используется аналогичный метод для линеаризации 
уравнений динамики СУОС с РЮ-регулятором.

В работе [3] предлагается другой подход к линеаризации уравнений динамики СУОС с PD 
регулятором. В этой работе вместо метода возмущений используется метод преобразования Фурье. В 
результате получена система линеаризованных дифференциальных уравнений с переменными во 
времени параметрами.

В работе [4] рассматривается вопросы устойчивости и стабилизации линеаризованной системы 
управления ориентацией космического аппарата. Соответственно приводятся необходимые и
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достаточные условия, гарантирующие, что рассматриваемые системы являются полиномиально 
устойчивыми и устойчивыми в смысле Ляпунова.

В работе [5] моделируется управление положением модели CubeSat с использованием методов 
нелинейного управления: линеаризации обратной связи и управления в скользящем режиме. 
Динамическая модель CubeSat была построена на основе системы приведения в действие маховика, 
которая была представлена в двух конфигурациях. Сравнивались характеристики системы 
автоматического управления на CubeSat в номинальном и аварийном режимах работы. Также в 
работе [6] рассматривается устойчивость системы автоматического управления спутником 
представленной нелинейными уравнениями с магнитным исполнительным органом.

В работе [7] предлагается робастный нелинейный контроллер слежения за положением 
жесткого космического аппарата при ограниченных входах управления и неопределенности 
моделирования. Ограниченность управляющих входов в регуляторе обеспечивается использованием 
непрерывно дифференцируемой гиперболической касательной функции и ограниченными 
свойствами параметров ориентации.

В этой связи для анализа устойчивости СУ ОС в инженерной практике используются их 
линеаризованные уравнения динамики [8]. Основным способом линеаризации нелинейных уравнений 
динамики спутника, которыми пользуются авторы, является разложение функций в правой и левой 
частях уравнений движения в ряд Тейлора с отбрасыванием нелинейных членов высоких порядков. 
Очевидным недостатком использования линеаризованных уравнений движения является то, что они 
описывают динамику СУ ОС приближенно.

Представляет значительный интерес вопрос о том, возможно ли представление уравнений 
динамики СУ ОС в линейной форме? Если да, то это дает возможность инженерам использовать при 
синтезе параметров СУ ОС имеющийся богатый арсенал удобных для практики инженерных методов 
анализа динамики и устойчивости линейных динамических систем, а также синтеза параметров 
СУ ОС по требуемым показателям качества переходных процессов ориентации спутника.

В работе [9] авторы для преодоления недостатка угловой скорости ввели линейную 
вспомогательную система первого порядка, основанную непосредственно на векторных измерениях. 
Авторами получены результаты почти глобальной асимптотической устойчивости.

В работе [10] был разработан многоцелевой регулятор на основе линейной модели динамики 
ориентации. При оценке эффективности учитывались как устойчивость к неопределенности момента 
инерции, так и отклонение возмущений.

Книга [11] посвящена вопросам применения аппарата кватернионов к общим теоретическим 
проблемам кинематики вращательного движения твердого тела и к практическим задачам 
управления. Теория конечного поворота и кинематика углового движения твердого тела 
представлены на основе операций умножения кватернионов. Рассмотрены вопросы исследования 
кинематических уравнений и их численного интегрирования, вопросы использования кватернионов в 
задачах управления угловым движением твердого тела и оптимизации пространственных разворотов.

В работе [12] используются не приближенные линеаризованные уравнения динамики СУОС, а 
нелинейные уравнения динамики СУОС, записанные в форме линейной системы дифференциальных 
уравнений, элементы матрицы которой являются функциями вектора состояния системы. Однако, 
зависимость элементов матрицы линейной системы от вектора ее состояния по сути сохраняет 
нелинейный характер уравнений динамики и, как следствие, ограничивает эквивалентность линейной 
модели локальной областью рассматриваемого вектора состояния системы.

В работе [13] исследуются нелинейные уравнения динамики СУОС с маховиками, полученные 
для не измеряемых физически переменных вектора состояния СУОС, и показана возможность 
представления исходных нелинейных уравнений динамики СУОС в форме линейной системы 
дифференциальных уравнений, элементы матрицы которой являются функциями кинетического 
момента механической системы. Показаны возможности применения линейной формы уравнений

97



Вестник Алматинского университета энергетики и связи № 4 (63) 2023

динамики СУ ОС как для анализа ее устойчивости, так и для синтеза параметров закона управления 
по требуемым показателям качества переходных процессов ориентации спутника.

В данной статье изложены результаты исследования динамики СУ ОС с PD -  регулятором, 
кинематика которой описывается уравнениями в кватернионах. Показано, что на основе теоремы об 
изменении кинетического момента механической системы, приведенной в работе [14], нелинейные 
уравнения динамики СУ ОС могут быть представлены в виде линейной системы дифференциальных 
уравнений с переменными во времени параметрами.

Математическая модель системы управления ориентацией спутника
Для описания ориентации спутника введем следующие системы координат и их обозначения 

(Рисунок 1): OXYZ - неподвижная инерциальная система координат (ИСК), начало которой находится 
в центре масс Земли (точка О), ось ОХ лежит в экваториальной плоскости и направлена в точку 
весеннего равноденствия, ось 0Z  совпадает с осью вращения Земли и направлена на северный полюс 
Земли, ось 0Y  дополняет систему до правой; Cxyz - подвижная связанная система координат (ССК), 
начало которой находится в центре масс спутника (точка С), оси данной системы координат 
совпадают с главными центральными осями инерции спутника.

Для описания динамики спутника применим динамические уравнения Эйлера для 
вращательного движения твердого тела с неподвижной точкой [14]:

— > — >
J ( b  +  C O X ( J c O + J M д  = Ум ( 1)

где ] = з} '  диагональная (3x3) матрица тензора инерции спутника; Д J 2J 3' главные
центральные моменты инерции спутника; со = (бщ, оо2, со2)Т - вектор абсолютной угловой скорости 
спутника в проекциях на оси ССК; / м = {/М1</м2</мз} " диагональная (3x3) - матрица тензора инерции 
маховиков; / М1</м2</мЗ" моменты инерции маховиков, установленных вдоль осей х, у, z 
соответственно; <ДМ = (щм1, сом2, <т>мз)Т " вектор угловых скоростей маховиков.

Уравнение (1) характеризует изменение вектора угловой скорости спутника под действием 
вектора управляющих моментов маховиков и в скалярной форме имеет вид:

J 1(b1 +  (J3 - J 2)C02C03 +У мЗ<у мЗ<^2 - ] м2шм2шЗ =  М1>
J2d)2 + (Д -У 3)Щ1Щ3 +Ум1<^м1"з - 7мЗ"мЗ"1 = М2> (2)
У3Щ3 + (J2 —J1)0)10)2 +Ум2<ум2<̂1 ~1м1шм1ш2 =

где через Mi = —JMiOOMi, (i = 1,3) обозначены управляющие моменты маховиков. 
Закон управления с обратной связью примем в виде линейной функции:

(1 4,3), (3)

где hi, ai, (i = 1,3) - неизвестные произвольные параметры закона управления, которые должны 
быть определены из условий устойчивости движения и обеспечения требуемых характеристик 
переходного процесса ориентации спутника.
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Рисунок 1. Системы координат

Для описания кинематики вращательного движения спутника применим кинематические 
уравнения Пуассона, записанные с использованием кватернионов [10,11]:

(4)

где Л(t) -  нормированный кватернион перехода от неподвижного базиса I  с ортами, 
совпадающими с ортами ИСК, к подвижному базису Е с ортами, совпадающими с ортами ССК. Этот 
кватернион задает поворот от базиса I  в базис Е и выражен через параметры Родрига-Гамильтона, т. 
е. орты базисов /  и Е связаны формулой:

ek = A - i k -A, (Ze = l,3).

Уравнение (4) характеризует изменение параметров кватерниона в зависимости от вектора 
угловой скорости спутника и в скалярной форме имеет вид:

2Яо — — С01А1 — <л)2А2 — шз^з,
2Л1 = CO-̂ Aq + С02А2 — (02Л2,

.

2 А2 = ш2А0 + — щ3 Аг,
2А3 = щ3Л0 + u>2Ai — а)гА2, ,

(5)

где Л; = AL(t), (L = 0,3) -  параметры Родрига-Гамильтона кватернионаЛ(£).

Введем параметр ! 0, связанный с параметром А0 следующим образом:

Яо(0 = 1 — Я0(1), A0(t) = — A0(t). (6)
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Тогда равенства, соответствующие совпадению орт базиса Е с ортами базиса I, запишутся в
виде:

Хо =  0, Л =  (Я ^ Я гД з)7, =  0. (7)

В системе семи нелинейных уравнений (2) и (5) семь неизвестных, среди которых только шесть 
независимы между собой, так как из четырех параметров кватерниона Ay(t), 0  = 0,3) независимыми 
являются только три. Удобно далее рассматривать в качестве независимых последние шесть 
уравнений системы (2) и (5).

Линейная форма уравнений динамики системы управления ориентацией спутника
Рассмотрим линейные функции угловых скоростей спутника и маховиков

Q (0  = / i " i ( 0  +/м("м((0- 0  = 1,3), (8)

выражающие проекции кинетического момента спутника как физической величины на оси
ССК СхУ2 . Здесь Ш;(t), шМ( (t), i = (1,3) - непрерывные ограниченные функции времени t 6 [t0,oo) в 
силу ограниченной мощности двигателей маховиков. Очевидно, что в силу непрерывности по 
времени t и ограниченности угловых скоростей спутника и маховиков кинетические моменты 
спутника как физические величины являются ограниченными функциями времени, т. е. Q (t) < 
°°, 0  = 1,3), t 6 [t0,oo).

С учетом равенств (8) система уравнений (2) и (5) без первого уравнения принимает вид:

X i = -  [(l — А0)<Т) 1 — Л3Ш2 + Л,2<̂ з]> 

о>1 = y ( - h 1a)1 -  агЛг -  С3ш2 + С2о)3),
J1

^2 = 7  [̂ 3<̂ 1 + (1 ~~ ^о)<^2 ~~ ^1<̂ з],
1 (9 )

6>2 — —(—Ь.2<а>2 ~ а2̂ -2 + г — С-̂ О)3),J 2
Х з = \  + К  <̂ 2 + (1 ~~ А0)ш3], 

щ3 = — (—h3u>3 — «зЯз — С2и> 1 + С1и>2),̂

Из вида уравнений (9) следует, что параметры кватерниона Ay(t), (у = 0,3) являются 
непрерывными, непрерывно-дифференцируемыми ограниченными функциями времени t 6 [t0, °°). 
При этих условиях система уравнений (9) удовлетворяет теореме Коши о существовании и 
единственности ее решения [14] при задании начальных условий по угловым скоростям и угловым 
положениям cOi(t0),coMi(t0), i = (1,3), Ay(t0), (j = 0,3).

Очевидно, что система шести нелинейных дифференциальных уравнений (9) имеет 
тривиальное решение:

X = (Л1,а)1,Л2,<л 2, A3, Шз)т = (0,0,0,0,0,0)т, (10)

которое соответствует совмещению базиса Е с базисом I.
В матричной форме система (14) имеет вид:

X = AX + f (X) ,  (11)
где

X = (xi> —>хб)Т = (Ai ,<t>i ,Л2, со2,Л3, со3)т, /СЮ = (/i(20, ...,/бСЮ) ,
А = А6х6-  квазидиагональная матрица с постоянными элементами:
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0 -  02 0 0 0
аг 0 0 0 0~Тг h

0 0 0 1 0 0
А =

0 0
2

- Ь . 0 0
?

/2 J2
0 0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 _  «3 - h .

Уз Уз -

-А0<̂ 1 — Л3ш2 + Л2щ3), / 2№ -С3щ2 + С2щ3),

Ш )  — ~(Л3а)1 -- Л0ш2 — № ) — — Cl<D3),

fs (X )= -2(--Л2о)1 + Л1а>2 — А0щ3), /б(Х) =тЛ -С 2и>1 + Ci<r>2).

( 12)

(13)

Проекции кинетического момента механической системы в начальный момент времени t0 
определяются из начальных условий по угловым скоростям вращения спутника и маховиков вокруг 
осей ССК:

о) = J i^ i^o ) + JMio)Mi(t0), 0  = 1-3). (14)

Введем вектор-столбец проекций кинетического момента на орты базиса Е\

Се (0  = [бьт(0< £я2(0< Сяз(0 ]Т = [Ci{t'),C2(t'),C3(t')]T, t е [to-00)- (15)

Определим отсюда вектор-столбец Q = [С/1; С12, С/3]т проекций кинетического момента на 
орты базиса I  в начальный момент времени t0:

Q (tо) — tl(t0) ' CE(t0) ■ A(t0), (16)

где A(t0) = [-4.Q(to)-(^о)--^2(^о)-у1з(^о)]Г = (Ад, А?, А2, А3)т .
Согласно теореме об изменении кинетического момента механической системы [14] проекции 

кинетического момента механической системы на орты базиса I  , определяемые равенством (16), 
являются константами:

Сц = Сц(Ь0) = const, (j = 1,3)

и определяются по следующим формулам [11]:

= (Х°02 + А?2 -  А°2 -  A°2)C1(t0) + 2(Л?Л° -  A°A°)C2(t0) + 2(Л?Л° + A°A°)C3(t0),)
= 2 (Л?Л° + AgXi)C1(t0) + а°о2 + ^22 -  А?2 -  A°2)C2(t0) + 2(Л°Л° -  A°A?)C3(t0), .(17) 
= 2 (Л?Л° -  AgX^CiCto) + 2(Л°Л° + A°A?)C2(t0) + (Л°2 + Л°2 -  А?2 -  A°2)C3(t0) J

Проекции Q (t) < оо, (j = 1,3) на оси подвижной ССК будут не константами, а функциями 
углов поворота ССК относительно ИСК, т.е. функциями параметров кватерниона Л(1):

CE(t) = A(t) • С? ■ Л(1). (18)

В координатной форме проекции вектор-столбца CE(t) на орты базиса Е определяются 
следующим образом:
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Ce i =  а 20 +  — Ц .  — ^з)С?1 +  2(Я1Я2 — 20Я3)С°2 +  2 ( Х х Х ъ +  Я0Я2)С°3Л
Се2 = 2(Я1Я2 + Я0Я3)С°1 + (1q + 2.2 — Я? — Я3)С°2 + 2(Я2Я3 — Я0Я1)С°3, > (19)
Сез = 2(Я]Я3 — Я0Я2)С°1 + 2(Я2Я3 + Я0Я1)С°2 + (Яо + Я3 — Я? — Я2)С°3„)

где CEj = CK(t), (j = 1,3), Яу = Я/(О, 0' = 0,3).
Подставим значения Я0(1) из равенств (6) в коэффициенты уравнений (19) и представим их в 

компактном виде
CEi(.t) = £y=i aij(t)C°j, (i = 1,3), t 6 [t0,°°], (20)

где
« п (0  = i  -  2 i0(t) + i 02(t) + я?(0  -  я |( 0  -  я К о  = 1 + ЬцСОГ

«22(0 = 1 -  2Я0(0 + я02(0 + я |(0  -  я?(t) -  яК о = 1 + ь22(0;
«33(0 = 1 -  2Я0(0  + Я02(0  + я ! (0  -  Я?(О -  я!(О  = 1 + ь33(0;

«12(0 = 2[Я1(1)Я2(1) — (1 — Я0(1))Я3(1))] = b12(t);
«13(0 = г^соЯ зС О  + (1 - Я 0(0)Я2(0)] = b13(t); Г (21)
«21 (0  = 2[я1(1)я2(0 + (1 - я 0(0 )я3(0 )] = ь21(0;
«23 (0  = 2[Я2(0Я3(0  — (1 — Я0(1))Я1(1))] = b23(t);
«31(0 = 2[Я!(0Я3(0  -  (1 - Я 0(0)Я2(0)] = ь31(0;
«32 (0 = 2[Я2(0Я3(0 + (1 -  я0(0)я1(0)] = ft32(t).

Уравнения (20) с учетом (21) можно записать в виде:

Си (О = Сй + Z j=1 Ь0 (ОС° = С° + (i = ЙЗ). (22)

С учетом равенств (13), (15) и (22) нелинейную систему дифференциальных уравнений (11) 
можно записать в виде эквивалентной ей линейной системы дифференциальных уравнений с 
переменными во времени параметрами, которая в матричной форме имеет вид:

X = [А + С° + L(t)]X, (23)

где А + С° + L(t~) - матрица, элементы которой имеют постоянные и переменные во времени 
слагаемые:

А - матрица с постоянными элементами, определяемая по формуле (12), и матрицы

С°

О 0 0 0 0 0  1

0 0 0
г °  

_  Ч з 0
г °W2

Л Л
0 0 0 0 0 0

0
г °  W 3 0 0 0

г °  
_  i l l

/2 /2
0 0 0 0 0 0

0
г °  

_  W2 0
г °  W1 0 0

/ з / з

L(t)

0 A„(t)
2 0 A3(t)

2 0 A2(t) 1 
2

0 0 0 B 3 (t )

h
0 B 2 (t)

h

0 A3(t) 0 A„(t) 0 Ai(t)

0
2

B 3 (t )

/ 2
0

2
0 0

2
Bi(t)

/ 2

(24)

0 A2(t)
2 0 Ai(t)

2 0 Ao (t) 
2

0 B 2 (t )

J3
0 Bi(t)

/ 3
0 0

Выводы
1. Нелинейные уравнения динамики системы управления ориентацией спутника с маховиками, 

кинематика которой описывается уравнениями в кватернионах, могут быть представлены в виде 
системы линейных дифференциальных уравнений с переменными во времени параметрами.

2. Постоянные элементы матрицы системы линейных дифференциальных уравнений зависят от 
параметров закона управления и значений проекций кинетического момента спутника на оси
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инерциальной системы координат, а переменные элементы матрицы зависят от разности значений 
проекций кинетического момента спутника на оси инерциальной и связанной систем координат.

3. Динамика системы управления ориентацией спутника определяется значениями параметров 
закона управления и начальными угловыми скоростями спутника и маховиков.
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REPRESENTATION OF THE NONLINEAR EQUATIONS OF DYNAMICS 
OF THE SATELLITE ATTITUDE CONTROL SYSTEM IN LINEAR FORM
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Abstract. In this article, a study o f the dynamics o f a satellite attitude control system using a PD controller is 
presented. Kinematics is described by equations in quaternions. The main emphasis is on the relevance o f representing 
nonlinear dynamics equations in linear form. This opens up opportunities for the use o f a wide range o f engineering 
methods for stability analysis and synthesis o f control system parameters. One o f the key results o f the study is the 
revelation that, using the theorem on the change in the angular momentum o f a mechanical system, the nonlinear 
equations o f the dynamics o f the satellite attitude control system can be represented as a linear system o f differential 
equations with time-varying parameters. In conclusion, it is emphasized that it is necessary to understand that the 
constant elements o f the matrix o f the system o f linear differential equations depend on the parameters o f the control 
law and the projections o f the initial value o f the angular momentum o f the satellite on the axis o f the inertial 
coordinate system. While the variable elements o f the matrix depend on the difference in the current values o f the 
projections o f the angular momentum o f the satellite on the axes o f the inertial and coupled coordinate systems. This 
study leads to the conclusion that the dynamics o f the satellite attitude control system are closely related to the values o f 
the control law parameters, as well as to the initial angular velocities o f the satellite and flywheels. The development o f 
this topic opens up prospects for a deeper understanding and optimization o f the satellite attitude control system.

Key words: satellite, attitude control system, asymptotic stability, initial angular velocity.

ЖЕРСЕР1КТЩ БАТДАРЫН БАСЦАРУ ЖУЙЕС1ДИНАМИКАСЫНЫЦ 
СЫЗЬЩТЬЩ ЕМЕС ТЕЦДЕУЛЕР1Н СЫЗЬЩТЬЩ ТУРДЕ УСЫНУ

М.М. Молдабеков1, А.С. Сухенко1, Е.Е. Оразалы2, Э.Е. Эден2*

1 Э.А.Жолдасбеков атындагы Механика жэне машинатану институты, Алматы кал асы. Кдзакстан
2 " Еумарбск Даукеев атындагы Алматы энергетика жэне байланыс университет!» КЕАК-

Алматы, Казакстан
e-mail: m.moldabekov@mail.ru. v.orazalv@aues.kz. a.sukhenko@istt.kz. a.aden@aues.kz

Ацдатпа. Бул мацалада кинематика кеатерниондардагы тецдеулермен сипатталатын PD-pemmeziuim 
цолдана отырып, жерсерттк багдарлауды басцару жуйестщ (ЖББЖ) динамикасын зерттеу усынылган. 
Динамиканыц сызыцтыц емес тецдеулерт сызыцтыц турде усынудыц взектшгте баса назар аударылды, бул 
турацтылыцты талдаудыц жэне басцару жуйестщ влшемдерт синтездеудщ инженерлт 3dicmepimq кец 
спектрт цолдануга MyMKiHdiK 6epedi. Зерттеудщ Hezi3zi нэтижелертщ 6ipi механикалыц жуйетц 
кинетикалыц сэтт!ц 03zepvi туралы теореманы цолдану арцылы сызыцтыц емес ЖББЖ динамикалыц 
тецдеулерт уацыт айнымалылары влшeмдepi бар сызыцтыц дифференциалдыц тецдеулер жуйеа репинде 
усынуга болатындыгын аныцтау болып табылады. Кррытындыда сызыцтыц дифференциалдыц тецдеулер 
жуйеа матрицасыныц турацты элементтерт басцару Зацыныц параметрлерте жэне инерциялыц 
координаттар жуйестщ ocmdezi жерсерттц кинетикалыц cэmiнiц бастапцы мэнтщ проекцияларына 
mэyeлдi eKeuiu myciuy цажет eKeudizi aman emmdi. Матрицаныц айнымалы элeмeнmmepi жерсерттц 
кинетикалыц сэнп проекцияларыныц инерциялыц жэне байланысцан координаттар жуйелертщ ocmdezi 
агымдагы мэндертщ айырмашылыгына байланысты. Бул зерттеу жерсерттк багдарлауды басцару 
жуйестщ динамикасы басцару зацы влшемдертщ мэндершен, сондай-ац спутник пен маховиктердщ 
бастапцы бурыштыц жылдамдыцтарымен тыгыз байланысты деген цорытындыга ZKenedi. Бул тацырыпты 
дамыту ЖББЖ-ны оцтайландыру мен терещрек тустуге барынша жаца мумктдтнер 6epedi.

Тушн cot дер: жерсерттк, царым-цатынасты басцару жуйеа, симптомсыз турацтылыц, бастапцы 
бурыштыц жылдамдыц.
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