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Аннотация. В статье изложены результаты исследования влияния начальной угловой скорости 
вращения спутника на устойчивость системы управления ориентацией спутника (СУОС) с маховиками, 
кинематика которой описывается уравнениями в кватернионах. Для решения задачи используется полученное 
авторами представление нелинейных уравнений динамики СУ ОС в виде линейной системы дифференциальных 
уравнений с переменными во времени параметрами. Получены достаточные условия асимптотической 
устойчивости СУ ОС, которые выражены непосредственно через коэффициенты характеристического 
уравнения «предельной» линейной системы дифференциальных уравнений с постоянными параметрами и не 
требуют вычисления корней этого уравнения. Доказано, что если параметры закона управления выбираются 
из условия максимальной степени устойчивости усеченной «предельной» линейной системы, то СУ ОС 
глобально асимптотически устойчива при любых начальных условиях по угловым скоростям вращения 
спутника.

Ключевые слова: спутник, система управления ориентацией, асимптотическая устойчивость, 
начальная угловая скорость.

Введение
При разработке закона автоматического управления ориентацией спутников используется, как 

правило, PD -  регулятор [1-9]. При этом динамика СУ ОС описывается нелинейными 
дифференциальными уравнениями, решения которых в общем случае могут быть построены только 
численными методами, поэтому не представляется возможным исследовать аналитическими 
методами влияние начальной угловой скорости вращения спутника на устойчивость движения и 
качество переходных процессов в СУОС.

В инженерной практике для анализа устойчивости движения и синтеза параметров СУОС 
используются их приближенные линеаризованные уравнения динамики [4,10]. Основным способом 
линеаризации нелинейных уравнений динамики спутника, которыми пользуются авторы, является 
разложение функций в правой и левой частях уравнений движения в ряд Тейлора с отбрасыванием 
нелинейных членов высоких порядков.

Основной метод линеаризации нелинейных уравнений движения спутника, используемый 
авторами, заключается в разложении функций в ряд Тейлора как в правой, так и в левой частях 
уравнений движения, с пренебрежением нелинейными членами высоких порядков ([13], [1-5]). 
Однако следует отметить, что использование линеаризованных уравнений имеет свой очевидный 
недостаток, так как такие уравнения приближенно описывают динамику ориентации спутника. В 
большом количестве работ ([11-13], [2], [14-16], [1-5]) и других исследованиях посвящено синтезу 
параметров системы управления ориентацией спутника с использованием линеаризованных 
уравнений динамики для обеспечения требуемого качества переходных процессов.

В работе [5] исследуются нелинейные уравнения динамики СУОС с маховиками и на основе 
теоремы об изменении кинетического момента механической системы показана возможность 
представления исходных нелинейных уравнений динамики СУОС в линейной форме. Использование
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линейной формы уравнения динамики СУ ОС позволяет использовать имеющийся богатый арсенал 
методов анализа устойчивости и синтеза параметров СУОС, разработанных для линейных систем 
автоматического управления.

В данной статье рассматривается СУОС с маховиками, кинематика которой описывается 
уравнениями в кватернионах. На основе использования линейной формы уравнений динамики 
СУОС, предложенной в работе авторов [5], исследуется область глобальной асимптотической 
устойчивости СУОС в пространстве параметров закона управления в зависимости от начальной 
угловой скорости вращения спутника. Показано, что в пространстве параметров закона управления 
существует непустая область, в которой СУОС глобально асимптотически устойчива при любых 
начальных угловых скоростях вращения спутника.

Математическая модель СУОС
Для описания ориентации спутника введем следующие системы координат и их обозначения 

(Рисунок 1): OXYZ -  неподвижная инерциальная система координат (ИСК), начало которой 
находится в центре масс Земли (точка О), ось ОХ лежит в экваториальной плоскости и направлена в 
точку весеннего равноденствия, ось OZ совпадает с осью вращения Земли и направлена на северный 
полюс Земли, ось OY дополняет систему до правой; Cxyz -  подвижная связанная система координат 
(ССК), начало которой находится в центре масс спутника (точка С), оси данной системы координат 
совпадают с главными центральными осями инерции спутника.

Рисунок 1 -  Системы координат

На основе изложенного в работе авторов [5,9] метода преобразования исходную систему 
нелинейных уравнений вращательного движения СУОС можно представить в виде следующей 
линейной системы дифференциальных уравнений с переменными параметрами:

X = [ A  + C + B(t)]X, (1)

где X = (х1; ...,х6)т = (Av  ш1,А2,о)2,Лз>шз)Т> \А + С + B(t)] -  сумма (6x6) матриц,
элементы которых имеют как постоянные, так и переменные во времени t слагаемые:
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Я; = (j = 0,3) -  параметры Родрига-Гамильтона кватерниона Л(t) (Branets V.N.); 
10(0  = 1 — А0(У): 7i J 2J 3- главные центральные моменты инерции спутника; со = (ooj, со2, со^)Т -
вектор абсолютной угловой скорости спутника в проекциях на оси связанной системы координат 
(ССК); Ум1 '/м2'/мЗ” моменты инерции маховиков, установленных вдоль осей ССК, соответственно; 
щм = (щм1, щм2, щмз)т -  вектор угловых скоростей маховиков; h[, aL, (t = 1,3) -  неизвестные 
произвольные параметры закона управления, которые должны быть определены из условий 
устойчивости движения и обеспечения требуемых динамических характеристик СУОС; Q (7 = 1,3) — 
проекции кинетического момента спутника на оси ССК, значения которых определяются из 
начальных условий по угловым скоростям вращения спутника и маховиков:

Q = Q (t0) = JiCOi(t0) + J MicoMi(t0), (j = КЗ); (4)

Вi(t) — билинейные функции от Я; = A;(f), (t = 0,3).

О параметрах, влияющих на ее устойчивость СУОС
В работе авторов [5,9] доказано утверждение о том, что область глобальной асимптотической 

устойчивости линейной системы с переменными во времени параметрами (1) в пространстве 
параметров hj, cci, (L = 1,3) закона управления можно найти по условиям асимптотической 
устойчивости «предельной» линейной однородной системы дифференциальных уравнений с 
постоянными параметрами:

X = [А + С]Х, (5)
получаемой из системы (1) при

lim ^ B jC t)  = 0, (j = l,3). (6)

Как известно [7], устойчивость системы линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными параметрами (5) определяется расположением корней ее характеристического 
уравнения:

det [(А + С) -  sE] = 0. (7)

Распределение корней характеристического уравнения (7) определяется значениями 
постоянных элементов матриц А и С. Как следует из выражений (2) и (3), элементы матрицы А 
зависят от параметров закона управления hi, (L = 1,3), а элементы матрицы С зависят от 
начальных условий для угловой скорости вращения спутника и маховиков (4), которые 
удовлетворяют следующим неравенствам:

-C m < C i< C n (i = 1Д), (8)

где Cm = const > 0 -  максимум абсолютных значений выражений (4).
Таким образом, использование системы (5) при анализе устойчивости СУОС требует, в общем 

случае, учета как значений параметров закона управления hi, (L = 1,3), так и начальных условий 
по угловой скорости вращения спутника и маховиков (4), через которые выражаются постоянные 
параметры Q(i = 1,3) системы (5). При этом параметры Q(i = 1,3) принимают заранее неизвестные
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значения из ограниченной замкнутой области (8) трехмерного пространства в зависимости от 
произвольных начальных условий по угловой скорости вращения спутника и маховиков.

Исключением является частный случай, когда начальные условия по угловой скорости 
вращения спутника и маховиков являются нулевыми и «предельная» линейная система (5) с 
постоянными параметрами принимает усеченный вид:

X = АХ, (9)

где А -  квазидиагональная матрица, описываемая выражением (2), постоянные элементы 
которой определяются только параметрами закона управления hj, cci, (L = 1,3) и не зависят от 
начальных условий по угловой скорости вращения спутника и маховиков. Характеристическое 
уравнение усеченной «предельной» системы (9) с постоянными параметрами имеет вид:

d et(A -sE ) = 0. (10)

Далее можно ограничиться рассмотрением только ненулевых начальных условий по угловой 
скорости вращения спутника, так как с помощью магнитных исполнительных устройств можно 
обнулить угловые скорости маховиков перед началом перевода спутника из начального углового 
положения в конечное.

Исследование влияния начальных условий по угловой скорости вращения спутника на 
устойчивость СУОС

Точный ответ на вопрос о том, как влияют значения компонент начального кинетического 
момента С 1, С 2, С 3, определяемые ненулевыми начальными условиями по угловой скорости 
спутника на устойчивость системы (5), можно получить нахождением корней ее характеристического 
уравнения (7) для возможных значений С г, С 2, С 3 из области (8).

Вместе с тем, в работе [8] показано, что достаточные условия устойчивости линейной системы 
(5) могут быть выражены непосредственно через коэффициенты ее характеристического уравнения 
(7), т. е. на вопрос об устойчивости линейных систем можно ответить, не вычисляя корней их 
характеристического уравнения. Этот способ анализа устойчивости системы (5) дает качественно 
новый и удобный инструмент для анализа устойчивости линейных систем, так как позволяет описать 
в аналитическом виде область асимптотической устойчивости системы (5) в пространстве параметров 
закона управления hi, а (1 = 1,3).

Выразим коэффициенты характеристических уравнений (10) и (7) через параметры закона 
управления hi, (L = 1,3). С учетом того, что матрица^ системы (9) является квазидиагональной, ее 
характеристический полином может быть представлен в виде:

det(A -sE) = П f=1(s 2 + j;s  + = J$=0ats l, (11)

где его коэффициенты определяются как

а0
а1а2а3 a1a2h3 h1a2a3 a1h2a 3

a-i = . . . .  + . . . .  + ■
8 /,/2/ 3 ’ 1 Ш  * Ш з  * Ш з  ’

а1а2 а1а 3 а 2а 3 h1a2h3 at h2h3 h1h2a3
4/ 1/2 4 /]/3 4/ 2/3 2 /]/2/ 3 2/]/ 2/з 2/ ] /2/ з

= ( ^ 1 4.  ̂+ Ъ -  (^1  +  ̂+ h L  4. \ + hi h2h3
а , ~ 2 Г Л ь + ],

a 4 ~ h h  + h h  +

2/2 U  Уз 2/з V/, / 2 /т /2/3 ’^  ^  ^  ^  ^  ^
J 2J 3  2 h  2 /2 2 Уз 5 h  h  h  6

Для матрицы А + С системы линейных дифференциальных уравнений (5) характеристический 
полином имеет вид:

det[(A + С) — sE] = 2f_o bjS1, ( 12)
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где его коэффициенты определяются как

Ь0 = а0; Ьх = %; Ъ2 = а2 +
2 Ш з

(C?«i + Cja2 + С |а3);

b3 = а3 + 7 Т Т  (С1 ^г + c2 h 2 + С3/13); h  = а4 + - j -  + —7- + - j - ;  b5 = а5; b6 = a6.
J 1 J 2 J 3 J 2 J 3  J 1 J 3  J 1 J 2

Из семи коэффициентов полинома (12) четыре совпадают с коэффициентами 
характеристического полинома (11), это коэффициенты b0, Ь1г Ь5, Ь6. Три остальных коэффициента 
имеют дополнительные слагаемые, зависящие от значений компонент кинетического момента
Cl, с2, С3.

В работе [8] введены безразмерные коэффициенты, определяемые через коэффициенты 
характеристического уравнения линейной системы п-го порядка и называемые показателями 
устойчивости:

и,- = bibi+ l,(i = 1 - n -  2), (13)

и доказана теорема об устойчивости линейных систем, согласно которой достаточными условиями 
устойчивости линейной системы п-го порядка вида (5) являются:

Uj < 0.465, (i = 1... п — 2). (14)

Найдем, используя неравенства (14), достаточные условия устойчивости системы (5) на 
границах области (8), соответствующей максимально возможному значению начальной угловой 
скорости вращения спутника:

\ct \ = cm(i = V i) .  (15)

При условиях (15) выражения для коэффициентов характеристического полинома (12) примут
вид:

Ь0 = а0; Ьх = b2 = а2 + кС 
Ь3 = а3 + 2кС^; Ь4 = а4 + кС^; Ь5 = а5; Ь6 = а6; (16)

где к =
J 1 J 2 J 3

(J1 +J2 +Уз)-

Тогда достаточные условия асимптотической устойчивости системы (5) будут иметь вид:

иЛ = Ь0Ьз _  a o(a 3+2fcCm)
bib2

U 2
bib4
b n  b n

aii.a2+kC )̂
a  1 ( a 4

u3 =

(a2+/сС̂ г)(аз +2feĈ j)
___ _  (a2+fcCm)a5
b3b4 (a3+2kC^)(a4+kC )̂

< 0,465;

< 0,465;

b?. b$ < 0,465 ;
(17)

u4 = b3b6 _  (a 3+2fcC ^)a6 < 0,465
b4b5 (a 4+ k C ^ ) a 5

Как следует из неравенств (17), область асимптотической устойчивости СУ ОС определяется 
как значениями коэффициентов характеристического уравнения ( 10), зависящими только от 
параметров закона управления hi, cci, (i = 1,3), так и значениями компонент кинетического момента 
С1; С2, С3, зависящими от начальных условий по угловой скорости вращения спутника. Об

Об условиях глобальной асимптотической устойчивости СУОС
Рассмотрим случай максимальной степени устойчивости усеченной системы (9), которому 

соответствует случай кратных действительных отрицательных корней ее характеристического 
уравнения (10). Воспользуемся стандартной переходной характеристикой [7], которая позволяет 
отделить требование получения заданного времени переходного процесса системы от требования 
получения желаемой формы последнего. При этом переходный процесс строится для 
нормированного характеристического уравнения, откладывая по оси абсцисс относительное
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время г = £l0t, где П0 — среднегеометрический корень характеристического уравнения, 
определяющий быстродействие системы, и определяется время переходного процесса в 
относительном времени т. После этого получение заданного времени переходного процесса в 
абсолютном времени t достигается путем определения соответствующего значения 
среднегеометрического корня характеристического уравнения П0 из равенства т = fl0f . Поэтому 
дальнейшие рассуждения проведем для стандартных переходных характеристик, соответствующих 
нормированному характеристическому уравнению.

В случае кратных действительных отрицательных корней, s ; = -1, (L = 1... 6), нормированное 
характеристическое уравнение (10) усеченной «предельной» системы (9) имеет биномиальные 
коэффициенты

(а0 = 1; аг = 6; а2 = 15; а 3 = 20;
( а4 = 15; а 5 = 6; а6 = 1 '

и из выражений (11) следует, что
hj а ; __
т  = 2; ^ - = 1 ,  0  = 1,3),
Ji 4 i

откуда
ht = a t = 2]ь (i = 1Д). (19)

Соответствующие значения показателей устойчивости равны: иг = и4 = 0.222, и2 = щ  =
0.3, т. е. достаточные условия устойчивости (14) для усеченной «предельной» системы (9) 
выполнены.

Покажем, что для предельного случая, когда Ст стремится к бесконечности, 
соответствующие им предельные значения показателей устойчивости иг, и4, и2, щ  удовлетворяют 
условиям (17). Действительно, с учетом (16) и (18) для коэффициентов характеристического 
полинома (12) «предельной» линейной системы (6) имеем:

( Ь0 = 1;Й! = 6; Ь2 = 15 + кС^;
(Ь3 = 20 + 2kCl; Ь4 = 1Б + кС^; Ь5 = 6; b6 = 1 У

и значения показателей устойчивости будут равны

[и4 — и4 —

и2 = и3 =

20+2кС  ̂
6 (1 5 + к ф  ’ 

6 (21)

20+2feC^
В предельном случае, когда граничные значения Ст области (8) стремятся к бесконечности,

имеем
1™ст ^соиг = И тСт̂ ооЩ = 0,333 ; 

l\mc ^ ти2 = limc ^ о о  и3 = 0, (22)

т. е. достаточные условия устойчивости (14) для линейной системы (6) в предельном случае 
также выполнены.

Более того, из анализа зависимости этих показателей устойчивости от граничных значений Ст 
области (8) следует, что иг = щ  являются монотонно возрастающими, а и 2 = и 3 являются 
монотонно убывающими функциями Ст. В силу монотонности функций щ , и2, и3, и4. условия (17) 
выполнены для всех значений Сг, С2, С3 из области (8).

Таким образом, справедливо следующее утверждение: если вектор параметров закона 
управления /ij, а ,̂ (i = 1,3) такой, что характеристический полином (10) усеченной линейной 
системы (9) имеет устойчивые кратные действительные отрицательные корни, то линейная система 
(6) глобально асимптотически устойчива при любых начальных условиях по угловой скорости 
вращения спутника.

Численный пример
Моменты инерции спутника примем [5]: Л = /2 = 0.152 1av.u2,/3 = 0,0375кгл/2, моменты 

инерции маховиков: / Mj = 0.01 Д  (1 = 1,3). Тогда для биномиальных коэффициентов
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характеристического уравнения (18) из выражений (19) получим hi = 2J[, cci = 2Д (1 = 1,3). При 
этом коэффициенты Ъ полинома (12) преобразуются к виду:

Ь0 = 1; h  = 6; к = 1 5 + л + Л +
J 2J3

ЬА = 15 + C2i п 2  п2

+ тг~ + тг~\ be = 6:
/2/3 J 1 J 3  J 1 J 2

J 1 J 3  J 1 J 2

b6 = 1.

Ь3 = 20 + 2 ( ^ -  + ^  + Щ -
J 2 J 3  J 1 J 3  h i  2

Рассмотрим четыре варианта начальных условий по угловым скоростям спутника для 
системы: <дэj(0) = 0; 0,25; 0.5; 0,75 рад/сек (1 = 1,3), начальные угловые скорости маховиков

О 1 Оприняты равными нулю и начальные угловые положения спутника приняты равными: Яд = - ;  =
1 . т2 _ 1 . т2 _ 1- ,  Я2 Я3 - -  .

Результаты расчета переходных процессов приведены на рис. 1-4.

Рисунок 1

О 2  4 6 а  10 12 14 16 18 20

ajj(0) = 0,25, (1 = 1,3)

Рисунок 2
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Рисунок 3

Как следует из анализа этих рисунков, СУ ОС асимптотически устойчива при всех четырех 
значениях начальной угловой скорости вращения спутника, при этом увеличение начальных угловых 
скоростей спутника приводит к увеличению времени переходного процесса.

Выводы
1. Показано, что при исследовании устойчивости СУ ОС необходимо учитывать начальные 

условия по угловой скорости вращения спутника, которые принимают заранее неизвестные значения 
из ограниченной замкнутой области трехмерного пространства.

2. Получены в аналитическом виде достаточные условия асимптотической устойчивости 
СУ ОС, которые выражены непосредственно через коэффициенты характеристического уравнения 
«предельной» линейной системы дифференциальных уравнений и не требуют вычисления корней 
этого уравнения.

3. Доказано, что если вектор параметров закона управления выбран из условия максимальной 
степени устойчивости усеченной «предельной» линейной системы дифференциальных уравнений, то 
СУ ОС глобально асимптотически устойчива при любых начальных условиях по угловым скоростям 
вращения спутника.
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Алматы, Казахстан
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Ацдатпа. Мацалада кинем атикасы кватерниондардагы тецдеулермен сипатталатын маховиктер! бар 
жерсерттк багдарлауды басцару жуйестщ (SWAC) турацтылыгына жерсерттк бастапцы бурыштыц 
айналу жылдамдыгыныц эсерт зерттеу нэтижелер\ бертген. Мэселет тешу уиин авторлар уацыт бойынша 
айнымалылары бар дифферещиалдыц тецдеулердщ сызыцтыц жуйеа туртде SSU динамикасыныц сызыцтыц 
емес тецдеулерт усынады. Турацты параметрлер\ бар дифферещиалдыц тецдеулердщ "шекпи" сызыцтыц 
жуйестщ сипаттамалыц тецдеутщ коэффициенттер\ арцылы ппкелей кврсеттген жэне осы тецдеуд^ц 
туб\рлерт ecenmeydi цажет етпейтт СУОС асимптотикалыц турацтылыгыныц жептлтт шарттары 
алынды. Егер басцару зацыныц влшемдер\ цысцартылган «шекпи» сызыцтыц жуйе турацтылыгыныц ец 
жогары дэрежеа жагдайында тацдалса, онда СББЖ кез келген бастапцы жагдайларда жерсерттц 
бурыштыц айналу жылдамдыгына сэйкес кез-келген бастапцы жагдайда жаИандыц асимптотикалыц 
турацты eKeudiei дэлелденд\.

Тушн cot дер: жерсерттк, царым-цатынасты басцару жуйеа, асимптотикалыц турацтылыц, 
бастапцы бурыштыц жылдамдыц.

INFLUENCE OF THE INITIAL ANGULAR VELOCITY OF A SATELLITE 
ON THE STABILITY OF ITS ORIENTATION CONTROL SYSTEM

M.M. Moldabekov1, A.S. Suhenko1, Ye. Ye. Orazaly2, A.A. Aden2*

'institute of Space Engineering and Technology, Almaty, Kazakhstan
2 Non-profit JSC "Almaty University of Power Engineering and Telecommunications named after

Gumarbek Daukeyev". Almaty, Kazakhstan

e-mail: m.moldabekov@mail.ru. a.sukhenko@istt.kz. v.orazalv@aues.kz. a.aden@aues.kz

Abstract. The results o f a study o f the influence o f the initial angular velocity o f rotation o f the satellite on the 
stability o f the satellite attitude control system (SACS) with flywheels are presented in the article. The kinematics o f this 
system is described by equations in quaternions. The representation o f the nonlinear equations for the dynamics o f the 
EATS obtained by the authors in the form o f a linear system o f differential equations with time-varying parameters was 
used to solve the problem. Sufficient conditions for the asymptotic stability o f the EATS were obtained. They are 
expressed through the coefficients o f the characteristic equation o f the “limit” linear system o f differential equations 
with constant parameters and do not require calculation o f the roots o f this equation. It has been proven that i f  the 
parameters o f the control law are selected from the condition o f the maximum degree o f stability o f the truncated 
“limit” linear system, then the control system is globally asymptotically stable for any initial conditions with respect to 
the angular velocities o f rotation o f the satellite.

Key words: satellite, attitude control system, asymptotic stability, initial angular velocity.
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